
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . corn/ 




A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 
ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 

Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer r attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 



des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse ] ht tp : //books .google . corn 






/'.,/i-' 



S " <>■ 



* .< 



♦Î^L 







' ■iJ^'fd 



■■"Vt 



»k> 



■"*»^.^ 



~^i .rr— 



Ç)cju ^^S i<^5 




l^arbarl! Collcgc librarg 

B()r<;HT WITH THE INCOME 
FHOM TIIK RKgUK8T <)F 

PROF. JOHN FARRAR, LL.D., 

AND 11IS WIDOW, 

ELIZA FARRAR, 

FOR 

• HOOKS IX TIIK DEPARTMENT OK M ATIIEM ATICS. 
ASTHONOMV. ASD NATURAL PHILOSOPH Y." 



At^OUA, \«\o» 



SCIENCE CENTER LIBRARY 




4 



j^o' e-f f^S s 



Formulaire de Mathématiques 

rVBUA PAB 

G. PEANO 

Professeur d'Analyse infinitésimale à l'UnlTersité de Turin 



Édition de l'An 1901 

(tome m de Védition complète) 




BOOCA FRÈRES || CH. CLAU8EN 

L I B R A I R E S 
1901 



S(i<. >s'f s. S -S' 



«f. 



Va 



PROPRIETÀ LETTERARIA 



Stampato coi tipi delU « Bivista di Matematloa < 
dalla Tip. P. Gerbone - Torino. 



PRÉFACE 



Bien que l'histoire de chaque symbole mathématique soît 
contenue dans le Formulaire, nous pouvons ici la résumer en 
quelques mots. 

Selon Tordre chronologique, les premiers symboles sont les 
chiffres 0, 1, 2,... dont Torigine est très ancienne. 

Suivent les symboles des opérations arithmétiques +,— 
(a.l500), X (a.l600),... les relations = (a.l550), > (a.l650), les 
nombres e, n (a. 1700),... Pendant le dernier siècle les symboles 
£y n, lim, mod, sgn, E,... ont pénétré dans Tusage commun. 

Ces symboles permettent d'exprimer complètement quelques 
propositions : 



2+3 = 5 2<e<3 limjl+i)*=e f^^^àx^ 



etc. En général ou s'en sert pour exprimer les parties d'une 
proposition, lesquelles doivent être accompagnées du langage 
ordinaire pour former des propositions complètes. 

La partie réservée au langage ordinaire, plus petite dans 
quelques travaux d'Analyse, était encore grande dans les 
ouvrages géométriques. Le calcul barycentrique de MôBiUfl, 
la science de l'extension de Grassmann, les quaternions de 
Hamilton, pour ne citer que les théories principales, permettent 
maintenant d'opérer sur les objets géométriques comme on opère 
en Algèbre sur le nombres (voir le § des vecteurs). 

La Logique mathématique à son tour étudie les propriétés des 
opérations et des relations logiques, qu'elle indique par des 
symboles. 

Quelques principes de cette science se rencontrent dans la 
Logique générale (voir Aristote). Son vrai fondateur est Leibniz, 
qui a énoncé les principales propriétés des idées représentées 
maintenant par les signes ^, Vi^, -, =, ^, A* 

Le but des recherches de Leibniz était de créer « une manière 
de < Spécieuse Générale, où toutes les vérités de raison seroient 
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réduites à une façon de calcul. Ce pourroit être en mêmea tems 
une manière de Langue ou d'Écriture universelle, mais infl- 
nement différente de toutes celles qu'on a projetées jusqu'ici ; 
car les caractères, et les paroles mêmes, y dirigeroient la Raison; 
et les erreurs excepté celles de fait, n'y seroient que des erreurs 
de calcul. Il seroit très difficile de former ou d'inventer cette 
langue ou caractéristique ; mais très aisé de l'apprendre sans 
aucuns dictionnaires » (p. 701 des Opéra philosophica, a. 1840). 

Il énonce ce projet dans son premier travail, ou, comme il 
l'appelle, dans son « essai d'écolier » intitulé « de arte combi- 
natoria a.l666 ». Dans 1' « Historia et commentatio linguae 
charactericae universalis, quae simul sit ars inveniendi et ju- 
dicandi » (ib. p. 162), il dit que ces pensées « semper altissime 
inflxae menti haesere » . Il fixe le temps nécessaire à la former : 
« aliquot selectos homines rem intra quinquennium absolvere 
posse puto ». Il ajoute enfin « Itaque repeto, quod saepe dixi, 
hominem, qui neque Propheta sit neque Princeps, majus aliquid 
generis humani bono, nec divinae gloriae accomodatius susci- 
pere nunquam posse ». 

Dans ses dernières lettre il regrette « que si j 'a vois été moins 
distrait, ou si j'étois plus jeune, ou assisté par des jeunes gents 
bien disposés, j'espérerois donner une manière de » cette spé- 
cieuse (pag. 701). Il dit aussi (pag. 703) « J'ai parlé de ma 
spécieuse générale à Mr. le Marquis de l'Hospital, et à d'autres ; 
mais Us, n'y ont point donné plus d'attention que si je leur avois 
conté un songe. Il foudrait que je l'appuyasse par quelque usage 
palpable ; mais pour cet effet il faudroit fabriquer une partie 
au moins de ma Charactéristique ; ce qui n'est pas aisé, surtout 
dans l'état où je suis ». 

' Leibniz n'a pas publié, de son vivant, les résultats incomplets 
qu'il avait obtenus. Erdmann, a. 1840 a commencé la publication 
des manuscrits sur ce sujet. L'édition de Gerhardt a.l875 est 
plus complète. Les plus intéressantes pièces ont été publiées 
récemment par M. Vacca (*). 



(*) M. Couturat dans « L'Enseignement mathématique a. 1900 p.409 », 
annonce une nouvelle publication de ces manuscrits. 



En conséquence les idées de Leibniz n'ont pas eu des conti- 
nuateurs immédiats, à l'exception de Lambert et quelque autre, 
jusq'à BooLE, De Morgan a.l850, Schrôder a.l877, McColl 
a.l878, etc. qui ont retrouvé les théorèmes précédents, en ont 
énoncé des nouveaux, et ont développé des intéressantes thé- 
ories. Voir la Bibliographie. 

M. Tait a remarqué l'analogie entre les calculs géométriques 
et logiques : « La similitude frappante de ces deux systèmes 
« de symboles, types de procédés qui sont au fond les mêmes, 
« nous suggère la remarque qu'après tout, il n'y a qu'une 
« science unique dans l'Analyse mathématique, ayant diverses 
« branches, mais employant dans chacune d'elles les mêmes 
« procédés. Par Tune de ses branches, cette science nous dé- 
« voile les mystères de la Géométrie de position, hors de la 
« portée du raisonnement géométrique ordinaire ; par l'autre, 
«' elle permet au logicien d'arriver à des vérités de déduction 
« auxquelles il n'aurait jamais pu atteindre sans le secours 
« de l'instrument des formules » (Quaternions, traduit par 
Plarr. Paris, 1882, p. 81). 

Dans la publication qui sera indiquée par F 1889^ nous avons 
remarqué qu'il suffit d'ajouter les symboles £, son inverse, et 
quelques autres moins importants, pour compléter l'analyse 
des idées de Logique qu'on rencontre dans les sciences mathé- 
matiques, et nous avons écrit entièrement en symboles quelques 
théories mathématiques. 

L'idéographie, qui résulte de la combinaison des symboles 
logiques avec les algébriques, a été bietôt appliquée par divers 
Auteurs. Dans quelques travaux elle sert seulement à énoncer 
sous forme plus claire des théorèmes. 

En général elle est l'instrument indispensable pour analyser 
les principes de l'Arithmétique et de la Géométrie, et pour y 
démêler les idées primitives, les (dérivées, les définitions, les 
axiomes et les théorèmes. On s'en est aussi servi pour construire 
des longues suites de raisonnement, presqu'inabordables par le 
langage ordinaire. 



La RdM. t.7 p.3 contient la table de 67 Mémoires publiées en 
différents pays par 15 Auteurs, dans lesquelles on a adopté cette 
idéographie. Leur nombre s'est accru dans la suite. 
Nous pouvons exactement dire avec Leibniz : 
« Itaque profertur hic calculus quidam novus et miriflcus, 
« qui in omnibus nostris ratiocinationibus locum habet, et qui 
« non minus accurate procedit quam Arithmetica aut Algebra. 
« Quo adhibito semper terminari possunt controversiae quantum 
« ex datis eas determinari possibile est, manu tantum ad ca- 
« lamum admoto, ut sufflciat duos disputantes omissis verbo- 
« rum concertationibus sibi invicem dicere : calculemuSy ita 
« enim perinde ac si duo Arithmetici disputareut de quodam 
« calcul! errore ». 

Nous avons essayé de réunir en un seul volume les propo- 
sitions écrites entièrement en symboles, et que nous . appelons 
«formules». Ainsi s'est formé le t.l du Formulaire, publié 
en 1892-1895. MM. F. Castellano, G. Vailati, C. Burali-Forti, 
R. Bettazzi, Gr. ViVANTi, F. GiUDiCE, G. Fano y ont collaboré, 
ou ont réduit en symboles des nouvelles théories. 

Dans le t.2 a.1897-1899 nous avons coordonné ces différentes 
théories, en comblant les lacunes, et en posant à la place voulue 
les additions proposées par MM. G. Vacca, A. Padoa, M. Chini, 
et d'autres (RdM. t.6 p.65-74). L'exécution typographique de ce 
travail a été très laborieuse. Il exige l'exactitude d'une table de 
logarithmes, et est de composition plus difficile. 

Le Formulaire actuel (a. 1901) contient les propositions déjà 
publiées dans l'édition de l'a. 1899, les formules de Logique 
publiées dans RdM. t.7 p.1-41, les propositions nouvelles ré- 
duites en symboles par JVIM. : 

M. Nassô (RdM. t.7 p.42-55) 

F. Castellano (id. p.58) 

G. Vacca (id. p,59-66) 
M. Chini (id. p.66) 

T. BoGGio (id. p.70-72, et d'autres non publiées) 



vil 

et les additions et les corrections indiquées par MM. G. Ene- 

STRÔM (id. p.66), ViVANTI, CUMBERLIKI, PADOA, RaMORINO, et 

plusieurs autres. 
M, Vacca a ajouté les indications historiques aux P : 

§3 -9 §+ 4-3 §1^ 5-5 15-61 §1 42 7-6 §Chf «4 §Np 3'3-4 9-4-62 
§Nprf -3 §cont 34 §D 44 205 §Dtnn 11 §;» 182 31 3*7 121 
§8in41-5 51 101 13-2 14-2 161--3 §B 111-21-8 §vct33-6-61 34'l'2-6-8 

et beaucoup d'autres indications bibliographiques ; il nous a de 
nouveaux puissamment aidé dans tout ce travail. 

Nous avons complété quelques théories, notamment sur les 
dérivées, sur les intégrales, et sur les nombres complexes. 

Les symboles conservent ici la forme commune, lorsqu'il est 
possible; ex: +, — , x, >, =, 0,1,2,... log, sin, e, jt ... 
Lorsqu'il y a plusieurs notations en usage, nous avons adopté la 
plus ancienne, ou la plus répandue. Lorsque nous avons dû in- 
troduire un symbole nouveau, nous avons pris le mot du langage 
ordinaire, plus ou moins abrégé ; ex : pnt , vct , quot , rest, ... 

Les mots du langage mathématique commun montent à plu- 
sieurs milliers (voir p.213). Il ne convient pas de les ériger 
tous en symboles ; ils s'expriment ici par environ 100 symboles. 

Dans le langage ordinaire, on a plusieurs formes pour repré- 
senter une même idée indiquée ici par un symbole seul. Nous 
donnons à chaque symbole un nom ; mais il convient de lire 
les symboles, et les ensembles de symboles, sous une forme 
qui s'approche du langage ordinaire. Un peu d'exercice permet 
de lire les formules sous la forme habituelle. 

Le Formulaire est toujours en construction. Nous continue- 
rons à publier dans la RdM. les nouvelles propositions exprimées 
entièrement en symboles par les collaborateurs, les corrections 
et les indications historiques qu'on nous enverra, pour en tenir 
compte dans une nouvelle édition. 

Le Formulaire est divisé en §§. Chaque § a pour titre un 
signe idéographique. Ces signes se suivent dans un ordre tel 
que tout signe résulte défini par les précédents (à l'exception 
des idées primitives). 
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Un § quelconque contient les propositions qu'on exprime par 
te signe du § et par les précédents. Ces derniers servent à classer 
les propositions d'un §. 

En conséquence, on trouvera ici la place d'une proposition, 
déjà écrite en symboles, à peu près comme on trouve la place 
d'un mot dans un dictionnaire. 

Toute proposition est indiquée par un nombre qui a une 
partie entière et une décimale, dans le but de faciliter l'inter- 
polation. 

Le signe ^ indique le changement de la partie entière. 



Turin, 1. I. 1901. 

G. Peano. 



FORMULAIRE DE MATHÉMATIQUES 



PREMIÈRE PARTIE 

LOGIQUE MATHÉMATIQUE 



§1 Cls s 3 ] Z) ^ = 
^ 1. Notations 

'i Les lettres ab ,., z a ... désignent des objets quelconques. 

•2 On divise une formule en parties par des parenthèses () 
[ ] ( } ou par des points. 

•3 « Cls » signifie « classe » . 

•4 Soit a une Cls; œea signifie «a? est un a». 

•5 Soit p une proposition contenant une lettre x ; ûC3p re- 
présente « la classe des x qui satisfont à la condition p » . 

•6 {œ;y) ou (a?,y) indique le couple, ou système des objets x et y. 

'7 Soient a et b des Cls. a'^b signifie « tout a est 6 ». 
Soient p et q des propositions contenant une variable x ; 

signifie « de j3 on déduit, quel que soit a?, la g », c'est-à-dire: 
« les a: qui satisfont à la condition p satisferont aussi à la g », ou 

(X3p) D (X3q) 
Si les propositions p et q contiennent deux variables Xj y, 

P 03c,y. ? 
signifie : « tout système a?,y qui satisfait à la condition p est 
aussi une solution de la condition g », ou (x\y)3p 3) (^;2/)^î- 

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables. 

On sous-entend les indices au signe 3? lorsqu'il n'y a pas 
d' ambiguïté à craindre. 

F. 1901 1 



•8 arb ou ah Indique la Cls commune aux Cls a et &. 

L'afïïrmation simultanée des propositions p et ç est indiquée 
par jy>g, ou par pg. 

Pour supprimer des parenthèses on convient que : 
pg 3 ^ signifie (pg^) '^r^^ij}'^qr signifie p 3 (5'^)' 
p.'^q et p'^.q signifient p .3 ?• 

'9 x=:y signifie " x est égal à y *\ 

Notes, 

•1. Les lettres variables, dans le Form., sont toujours en italique. 

Les sig^nes ayant une signification constante», ont une forme spéciale: 
3 = H — X ..-, ou bien sont indiqués par dos lettres grecques s t 2, ou par 
des lettres romaines: Cls log mod ... 

On rencontre les lettres variables dans Aristote pour représenter les idées 
de Logique (V. P4*4); elles sont d'un usage commun chez Euclide pour 
indiquer des points, des lignes, des nombres, etc. (V. §xPl'4). 

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre est réelle dans une formule, lorsque 
la valeur de la formule dépend du nom de la lettre ; dans le cas contraire la 
lettre est apparente, 

P signifie « proposition » . Ce signe n'est pas un symbole de logique, 
car il ne se trouve pas dans les formules ; c'est une simple abréviation. 

Une P (proposition) ne contenant pas de lettres variables réelles est dite 
catégorique. Sont telles les théorèmes et les définitions ; toutes les lettres qui 
y figurent sont apparentes. 

Les P catégoriques ne sont pas l'objet du calcul logique. 

Une P contenant des variables réelles est dite conditiminelle. 

P. ex. la P : soient a et 6 des nombres ; on a oô r= &a 
est catéfcorique. La P : ab =z ba 

est conditionnelle ; elle est satisfaite si a et 6 sont des nombres ; elle ne l'est 
pas s'ils sont des nombres complexes d'ordre supérieur, par ex. des qua- 
ternions; elle n'a pas de signification si a et b sont des objets dont on 
n'a pas défini le produit. 

A propos des signes 3 ZD I nous donnerons les règles pour reconnaître, à 
la position, les variables apparentes. 

Dans le langage commun les mots « ceci, cela, le môme, premier, 
deuxième,... » jouent le rôle des lettres variables. On pourrait les remplacer 
par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportunes pour ne pas 
produire des ambiguïtés dans l'Arithmétique. Voir F1897 p.26. 

•2. On écrit un point là où l'on fait la division. Si à cette place, on a déjà mn 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Si a, 6, c, ... désignent 
des signes quelconques, les groupements: 



a.hc abx ab.cd aibc.d àb.cd:e,fgr,hk.l 

seront identiques à 

a{bc) {ab)c micd) a[(bc)d\ \[{ab){cd)]Wg)]\[{hk)l] 

Nous donnons la préférence aux parentlièses dans les formules algébriques 
et dans les îormules composées comme les algébriques, et aux points pour 
séparer les propositions partielles d'un théorème; car dans ce cas les pa- 
renthèses seraient absolument encombrantes. 

Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d'une for- 
mule par une barre horizontale supérieure ou inférieure, dite vinculum 
(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents 

seront indiqués par 

abc abc abcd àbcd abcdefghkl 



Cette convention, très claire, présente quelque difficulté typographique. 
Elle ne se rencontre plus aujourd'hui que dans les fractions et les racines. 

Si Ton complète les vinculums, en les écrivant aussi sous une lettre seule, 
on voit qu'il y a autant de points que d'espaces vides dans les vinculums ; 
les points sont les compléments des vinculums. 

La suite de trois lettres peut être décomposée dans les deux formes écrites ; 
la suite de quatre lettres abcd dans les 5 formes : 

a : bc . d a :b , cd ab . cd a . bc : d ab . c : d, 
et en général la suite de n lettres peut être décomposé-e en (2n)!/[n!(n4-l)!] 
combinaisons binaires différentes. (F1894 §10). 

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: P5*0, 9-1, 
§^ Pli, §- Pl-2-'4, §a PlOl, §+ P5-2, §X P102 ... 

Pour les faire mieux ressortir, nous donnerons aux signe^^ des dimensions 
différente>s, et nous nous aiderons des espaces typographiques. 

Les parenthèses et les points sont des signes de l'écriture commune, bien 
quo l'usage soit diflFérent ; dans les langages ordinaires le groupement des 
mots est indiqué par la construction. 

Les symboles du Formul. ont une signification constante. En adoptant 
les parenthèses pour grouper les parties d'une formule, on ne pourra pas 
les adopter dans une autre signification. Nous ne pourrons pas indiquer par 
(a) une puissance de a, avec Girard a. 1629 (voir §Q P53n), ou la partie 
entière de a, ou la valeur absolue de a, ou une fonction de a. En général 
une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthèses, car elle n'est 
pas groupée. 

•3. Le symbole Cls a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs 
Auteurs. Il a la valeur du mot « ôqoç » d'Aristote, « terminus » des scolas- 
tiques; et correspond aussi à « idée générale, nom commun, ...» du langage 
ordinaire, et aux expressions «ensemble, Menge» des mathématiciens. 

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; ce 
sont dc^ segments de droite dans PhilS. t.7, p. 229, 236, ... et des cercles 
dans ses manuscrits conservés à la bibliothèque de Hannover, Philosophie, 
t.7 fasc. B.4. fol.1-3. 



Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a. 1768, et par d'autres. 

Dans r Arithmétique les symboles suivants représentent des Cls : 
N ou Ni = « nombre entier positif » 
Np := « nombre premier » 
et par une convention générale: 

a+N = « a plus un N » ou « nombre plus grand que a » 

aXN = Nx« = « multiple de à » 

N* = « nombre carré » 

N'+N* = « somme de deux carrés ». 

Dans le F, les symboles simples n R r infn ê Q qO 6 put vct quaternîo 
indiquent aussi des Cls. 

Les signes 1 2 ... X e n C i désignent des individus. Sur la relation 
entre individus et classes, voir §«. 

*4. £ est la lettre initiale du mot èori. 

Exemples : 9 s N* 13 c N«+N« 2«»— 1 s Np 

Sur la possibilité de remplacer le signe e par une autre convention voir 
F1897 note à la P2. 

'5. On peut lire le signe 3 par le mot « qui » . 
Exemple: 1 e X3(x^—3x-{-2 =0) 

« Tunité est une racine de Téquation entre parenthèses ». 
Autres ex. : 

§quotP10 §DvrP10 §mpP2-6 §i?PO §MedPl-0 §AP10 §q' P40... 

Dans la formule acap, la lettre x est apparente. 

Les deux signes xe et X3 représentent des opérations inverses. 

Si Ton écrit le signe xs en avant d'une Cls, on a une P [contenant la 
variable ce; réciproquement si Ton écrit le signe X3 en avant d'une P de 
cette nature, on obtient une Cls. 

Les Cls et les P conditionnelles ne sont donc que deux formes pour repré- 
senter la même idée. Nous préférons opérer sur les Cls. Une P condi- 
tionnelle, contenant une variable x, sera considérée sous la forme XBa, où 
a est une Cls. 

•6. Dans la notation (û?,y) , très répandue en Analyse lorsqu'il s'agit de 
fonctions de plusieurs variables, les parenthèses sont nécessaires, pour ne 
pas produire des ambiguïtés avec la notation P4'0. 

On peut les supprimer dans la notation (a7;y), où les parenthèses ont la 
valeur expliquée par la PI 2. 

x\yt,z indique le système des trois variables x, y, », qu'on peut considérer 
comme le couple formé par (x'^y) et 2. Voir P9-1. 

Soit p une P contenant deux variables x et y, i^'^y)^ représente la 
classe des couples (x'^y) qui satisfont à la condition p. 

Si a est une Cls de couples, {x]y)sa représente une relation entre les deux 
objets X et y, et toute relation entre les deux variables sera ici écrite sous 
la forme {x'^y)sa. 

Ex : (3/5 ; 4/5) s {x^,y)3(x'+^J^ =1) 
signifie « le couple (3/5 ; 4/5) satisfait à l'équation a:*+y'=l ». 



'7. La P àZiby qu'on peut aussi lire « la classe a est contenue dans la 6 » 
est dite «universelle affirmative». 

Aristote a exprimé la relation a3& par ^ïie périphrase (Voir P4'4); Leibniz 
par «a est 6», et par a\ 6. Segner a. 1740 et Lambert a. 1765 respecti- 
vement par a<6 et a>6; car le signe Z) correspond au signe < ou >, ou 
mieux à ^ ou ^, de TAlgèbre, selon que dans la classe on considère le 
nombre des individus qui la composent, ou le nombre^ des idées qui la 
déterminent. 

Le signe 3> qu'on peut lire « est contenu », est une déformation de q, 
lettre initiale renversée du mot « contient ». 

Il a été introduit par Gergonne a.l816. Voir RdM. t.6 p.l83. 

Les signes £ et 3 ont des propriétés différentes ; la relation 3 ^st tran- 
sitive, la B ne Test pas (P4-4) ; la e est distributive par rapport au, la 3 
no Test pas (§w P4-0) ; la s est commutative avec -, la 3 ne Test pas 
(§- Pl-5). Une autre différence est donnée par §aPll. Les signes ê et 3 
sont liés par des relations, dont la plus importante est %i P'2. 

Dans la formule p'^q, p s'appelle Hypothèse, abrégé en Hyp ou Hp, 
et q la thèse, abrégé en Ths. 

On sous-entend les indices à 3> lorsqu'il est le seul signe de déduction; 
ou lorsqu' il représente la déduction principale, qui porte le plus grand 
nombre de points à ses côtés; ou si le théorème a la forme p'D^q'Dr). 
Les indices sous-entendus sont toutes les variables réelles contenues 
dans l'Hp. 

Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au 
signe 3 sont apparentes dans la déduction. 

Opérer par ocs sur la P universelle a3& 

signifie la transformer dans la déduction xsa .3b • ^cêb 

« de la condition xea on déduit par rapport k œ \h xsb ». 

Opérer par X3 sur la déduction p .3* . q 

signifie la transformer dans la P universelle {x3p) 3 (p^^q) 

Ex. 6N 3 2N « tout multiple de 6 est pair » . 

Opérons par ccfi ; on a : xs 6N .3- 2Cfi 2N, 

où l'indice x au signe 3 ©st sous-entendu. 

Ex. a s Np .3. (a— 1)1+1 e NXa 

Le signe 3 s© rencontre aussi entre P, sans porter des indices : P7"01. 

Quelquefois, dans les démonstrations, le signe 3 li© deux théorèmes, 
et ne porte pas d'indices. C'est alors une abréviation du mot «on déduit». 
Cette abréviation se rencontre sous la forme •.• dans Pel 1 (v. RdM. t.6 p.l23), 
et sous la forme q dans A bel t.l p. 36. Dans ce cas on peut considérer 
les signes des idées primitives comme indices à 3- 

Dans le F, lorsqu'on rencontre l'expression X£a, a est toujours une Cls. 
Analoguement dans la formule àZ^), si un membre est une Cls, l'autre 
l'est aussi. On pourrait remplacer la P-4 par « xea signifie a est une Cls, 
et ac est un a », c'est-à-dire ajouter la P : xea .3. ae Cls |F1889P52 t 

Voir Padoa RdM. t.6 p.l05. 
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•8. Lo sig'ne n, qu'on peut lire «et», et qu'on appelle signe de la multi- 
plication logique, est en général sous-entendu entre des P. 

Ex. (2N)n(3N)D6N 6N D (3N>>(3N) 

Npo(4N+l) D N«+N' Girard a. 1634 p. 156 : 

« Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de Tunité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » 

asS .3 a{a+l) s 2N . a{a+l)(a+2) s 6N 
a^N . a^f N» O. asN» asN . a<17 -D. a'— a+17 e Np 

Dans ces ex. l'indice a au signe 3 est sous-entendu. 

05 Np . Ô£ N+l -D. ?>^-i— 6 Ê Nxa t Fermât | 

Ici le signe Z) porte les indices sous-entendus a et 6. 
Ex. où 3 a des indices explicites : 

8B Cls . les : XBS Ox • sc-fl ê s O. NI>« ( principe d'induction) 

§4.4.3 §—3-2 40 §/3-2 5-0 321-2-5-6-9 §Num •23-24 §mltl-0 §mpl-5 ... 

'9. Le signe d'égalité a la forme oc ou œ, déformation de la lettre ini- 
tiale de ceqtuUiSy de Vie te à Leibniz; la forme = de Recorde a.l557, 
(The \V7ietstone of witte or the second part of arithmetike) a été probable- 
ment empruntée aux Mss. du moyen âge dans lesquels il signifie «est». 
Voir Henry lîevue Archéologique a. 1879 t. 38 p. 5. Cette forme adoptée 
par Wallis et Newton, est devenue ensuite d'usage universel. 

La plus grande partie des propositions contenues dans le Formul. s'ex- 
prime par les seuls signes de logique £,13, et r^ (sous-entendu), combinés 
avec les signes algébriques. 

Le symbole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique ; le 
signe 3 nous explique le double rôle du signe 3 entre classes et entre 
propositions ; le système de variables se rencontre comme indice au signe IJ* 

^ 2. Définitions 

Df signifie « définition ». 

Dfp » « définition possible ». 

Une Dfp est une égalité qui contient dans un membre un 
feigne qui ne figure pas dans l'autre, ou qui y figure dans une 
position dififérente. Nous la dirons aussi « possible absolument » . 

Si les deux membres contiennent des lettres variables, et s'il 
faut limiter la signification de lettres, Tégalité suit une Hp. 

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une 
science. 

Une Df possible absolument d'un signe, sera aussi possible 
relativement à l'ordre fixé, si elle exprime le signe par les 
précédents. 



Dans ce cas, on peut la prendre comme Df du signe. S'il y 
a plusieurs définitions possibles du signe, relativement à l'ordre 
fixé, ou choisira la plus commode comme définition réelle. 

Une idée, qui n'a pas de définition possible, relativement à un 
ordre fixé, s'appelle « idée primitive » relativement à cet ordre. 

U convient de donner aux idées d'une science un ordre tel 
que le nombre des idées primitives soit le plus petit. 

Les idées primitives sont ici expliquées par le langage ordi- 
naire, et sont déterminées par des Pp (P primitives) ; celles-ci 
jouent le rôle de définitions par rapport aux idées primitives, 
mais n'en ont pas la forme. 

Une définition est vraie par convention. Sa raison d'être est 
un fait historique, ou la volonté de l'Auteur. On ne peut pas 
en donner une démonstration mathématique. 

Toute définition doit être « homogène » , c'est-à-dire : 

a) Les deux membres de l'égalité qui constitue la Df doivent 
contenir les mêmes variables réelles ; 

6) Si l'on définit une fonction nouvelle de fonctions connues 
des lettres, le second membre doit contenir seulement les der- 
nières fonctions. 

Tout signe ou mot rigoureusement défini peut être supprimé 
en le remplaçant par sa valeur ; autrement dit, toute Df 
exprime une abréviation théoriquement non nécessaire, mais 
commode, et quelquefois pratiquement nécessaire pour le progrès 
de la science. Cette suppression d'un signe défini est un excer- 
cice très utile à faire, dans quelques propositions, à fin de 
vérifier si les définitions sont justes. 

Si l'on n'arrive pas à remplacer partout le signe défini par 
sa valeur, on déduit que la définition n'est pas énoncée en 
forme exacte. 

P. ex. sont des Dfp du nombre « e » les §e P100103'61 22, et aussi la 1-62 
iiii peu transformée ^ aucune autre P du même § n'a le caractère de Dfp. 

Dans le F nous désignerons par Dfp seulement celles qu'on pourrait 
prendre commodément comme Df. 

Sont sans Hp les Df des individus : 123...œe(7i5r, 
et des Cls : N, n R r infn Np d Q q q'. 

Ont une Hp les Df de -f > — X / 1^ Num 2" /7 ! C mod max quot 
rest £ fi Dvr mit mp ï Log Med X lim D / sin ... 
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Ex. de Dfp : §+ 8-6 §> 2-4-7 §— 7'7 §X 2 §/ 301 1501 32-6-9... 

Quel que soit l'ordre fixé, il y a nécessairement des jdées primitives, 
car on ne peut pas définir la première idée, ni le signe =, qui figure 
dans toute définition. 

Si Ton change l'ordre des idées d'une science, une P qui jouait le rôle 
de Df peut se transformer en une Dfp; une idée, qui était primitive 
relativement au premier ordre, peut être définie, et réciproquement. 

Padoa, dans sa conférence au congrès international de Philosophie (Paris 
3 Août a. 1900), a proposé des règles pour reconnaître l'irréductibilité d'un 
système de symboles par rapport â un système de Pp. 

Nous rencontrons trois idées primitives dans l'Arithmétique (§-|-Pl); et 
trois dans la Géométrie (§ vct PIO, 20 et 80). 

Plusieurs A. appellent « définitions » des P qui n'ont pas la forme de 
nos « Df » , lesquelles sont alors dites « définitions nominales » . Selon 
d'autres, « Défini tio » est le second membre de l'égalité, dont le premier 
est le signe qu'on définit. 

Une Df doit être une P complète, intelligible même détachée du texte. 
Quelques A. appellent « définition » la formule qui figure dans la P, et qui 
est une partie de la Df ; alors il y a la crainte que l'idée qu'on veut définir 
se rencontre déjà dans les Hp, ou dans les parties non écrites ; ce qui peut 
arriver notamment en Logique pure. 

P. ex. la P incomplète a— a =0 n'est pas une Dfp. 

La § — PI -41: asN ."Z), a—a ^) est une P complète, vraie, et non 
une Dfp, car un membre contient la variable réelle a, qui ne figure pas 
dans l'autre. 

Si l'on considère comme une bonne Df la P citée, il faudrait aussi con- 
sidérer comme telle la P afie N .I3- <^— ^ = 1» qiii a la même forme, et qui, 
étant fausse, serait vraie par définition. 

La P (§ vct 3*1): 0= «valeur constante de a—aj où aeN, ou un vct, » 
est une Dfp. La lettre a dans le second membre est apparente. 

Les §/ P5'2, 12*2 sont des égalités qui contiennent dans les deux Diembres 
es mêmes lettres réelles ; on ne peut pas les prendre comme Df de la 
somme et du produit de deux R ; car si a,6,c,(ZeN, la somme (a/6)4-(c/rf) 
doit être définie comme fonction de ajb et de c/c/, et non de afi,c,d. Le 
rapport a/6 est fonction de a et 6, mais non réciproquement. 

P. ex. on ne peut pas définir une opération f* (moyen) par la P : 
a,b,c,(ie^ ."Z). (alb)fi(cld) ^ {a-{~c)IJ)-{~d), car on déduirait : 
(1/27^:2/3) = (3/5) ;' (2/4)/<(2/3) = (4/7), d'où l'absurdité 3/5 = 4/7. 

Analogucment les §Num -51 61 ne sont pas des Dfp. 

Présentent quelques difficultés les définitions « par abstraction », où l'on 
définit l'égalité de la même fonction de deux variables, si^ns définir cette 
fonction. Ont cette forme les §Num -0, §1' 2-0 §vct 7-1. 
Ex. de Df « par induction »: §+31-2, 10-1-2, Dfx, Dfl*. 
Ex. de Df où les deux membres sont connus: §— P2'4, §Subst 1-4. 
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^ 3. Démonstrations 

Dem ou Dm signifie « démonstration ». En général les dé- 
monstrations sont renfermées entre [ ]. 

En supposant ordonnées les P d'une science, une Dm doit 
déduire une P des précédentes. Une P peut avoir plusieurs 
démonstrations; il peut arriver que Ton puisse déduire une P 
d'autres qui la suivent; on pourrait appeler « démonstrations 
possibles » ces déductions ; elles deviennent des démonstrations 
si l'on change l'ordres des P. Ex.: §^ P2'6, §^ "61. 

Les P dont la Dm manque, s'appellent Pp (propositions pri- 
mitives). Si dans une science il y a des idées primitives, il y 
aura aussi des Pp, qui fixent la valeur des premières. 

Une P est primitive, si l'on ne l'a pas démontrée. Dans plu- 
sieurs cas on prouve qu'un système de n Pp est irréductible ; 
pour ce but on donne aux idées primitives n interprétations 
différentes de la réelle, et telles que chacune satisfasse à toutes 
les Pp, une à la fois exceptée. Voir §+. 

Dans quelque cas on prouve seulement que chaque Pp est 
indépendante des précédentes ; on en prouve « Tindépendance 
ordonnée » . Voir § vct. 

Les démonstrations, dans les sciences mathématiques, sont composées 
d'une suite de propositions convenablement liées. 

Ces P ne diffèrent des théorèmes que par leur moindre importance. Nous 
pouvons donc les exprimer complètement en symboles. 

La liaison entre les P est indiquée dans le langage ordinaire par « on 
déduit », que nous traduirons par 3- C'est une forme de raisonnement. 

Lies lois de logique, contenues dans la suite, ont été en général trouvées 
en énonçant, sous forme de règles, les déductions qu'on rencontre dans les 
démonstrations mathématiques. 

Parmi les règles plus importantes il y a le syllogisme, la composition, 
l'exportation, l'importation, la substitution, et la simplification. 

Soient jp, g, r, s des propositions. 

•1. Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme 
pDq 'ÇZDr -D. pZyr , 

Si les propositions sont réduites à la forme x^a, où a est une Cls, le 
syllogisme est exprimé par la P4'4. Mais nous appliquerons le Syll même 
lorsqu'il s'agit de P non encore réduites à la forme xea. 
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'2. Cmp (composer) indique la forme 

Voir P5*4. En combinant les raisonnements Cmp et Byll, on a la forme : 
P5-61 pZ)q . pDr . qr I> O. pZ>8 . 

•3. Importer signifie passer de la proposition j^ZD-^Dr à la pgZy*' 

En réunissant les hypothèses, on réunit aussi les indices au signe 3* 

•4. Exporter indique la transformation inverse. Voir P9*3. 

Par ex. soit la P : a«N . 5« Nxa . c£ Nxô O- ce NXa 

où le signe Z) porte les indices sous-entendus a,6,c. 
Export -D: aeN . bê Nxa O: es Nxô .!> . c£ Nx« 

Opérons par c? : oêN . ôf NXa O- Nxô D Nxa. 

-5. La substitution consiste k remplacer dans un théorème a de la forme 
pZhftf'^-q, les lettres variables £c,y,... par des expressions constantes ou 
variables a,6... ; on désigne par 

(a,ô,...)|(a!,y,...) Fa 
la nouvelle P. Le signe | sera étudié dans son §. 

•6. Toute P doit être écrite sous sa forme la plus simple. Si Ton effectue 
une substitution dans une P, il peut arriver que la nouvelle P ne se pré- 
sente pas sous la forme la plus simple ; il faut la simplifier comme suit : 

a) Si l'Hp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie, 
on la supprime, et l'on afiirme la Ths. Voir P4*3. 

P. ex. soit la P cceNp -D- (a?— 1)!+1 s NX» (a) 

(11 I x)Pa O: llfi Np .D. lOÎ+1 fi N X 11 

Simplif .3 lOÎ+lfiNXll. 

b) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P vraie, on la supprime. 
Ex. Do la P: ' a,6eN .D- («+&)' = a«+2aô+5« (a) 

(1 I 6)Pa . Simplif .D: ofiN .D- {a+iy = a^+2a+l. 

Si l'on exporte la P vraie, la règle b) est conséquence de la règle a). 

c) Réciproquement on peut unir à l'Hp des P vraies. 

Soit a un théorème : Hp . a .3* Ths est donc une forme abrégée de 
a .D: Hp .D. Ths. 

d) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P conséquence des 
autres, on la supprime. 

e) Si dans l'Hp il y a un facteur logique non nécessaire, on le supprime. 

f) Réciproquement on peut ajouter à l'Hp des facteurs non nécessaires ; 
cela revient à dire que de l'affirmation simultanée de plusieurs propositions, 
on peut déduire l'affirmation de chaque proposition. Voir P5-3. 

D'autres formes de raisonnement seront indiquées par un nom : 

Distrib(fi,n) Oper^ Commn Assoc^ Distrib(I3>^) Distrib(?/N) 

P51 5-5 6-2 6-3 73 8-2 

istrib(e,u) Operw Coramu Assocu Distrib(n,u) Di8trib(9,u)D 

§u40 1-5 2-2 2-3 31 41 
Transp Operg Eliminer. 
§- 2-3-4 3'7-71 42 §a 1-21 21 
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L3S P de logique sont en général évidentes. Les démonstrations n'ont 
pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulement de 
réduire plusieurs de ces modes de raisonnement à d'autres plus simples. 

Dans le Formul. une démonstration est réduite à une suite de transfor- 
mations, suivant des régies mentionnées, de TEp dans la Ths. Ces trans- 
formations sont analogues aux régies algébriques pour résoudre un système 
d'équations. 

La classification des propositions en primitives et en dérivées, et la dé- 
monstration de l'indépendance absolue ou ordonnée des premières, a été 
faite pour différentes branches, à l'aide des symboles logiques dans RdM. 
a.l891 p.93, a.l894 p.52, par Burali-Forti RdM. a.l893 p.79, a.l899 p.l41, 
Padoa RdM. a.l895 p.l85 note, Pieri TorinoM. a.l898 t.48 p.60, etc. 



* 4. Os 

•0 as Cls .3 ^,ysa .=. œea . yea Df 

« Soit a une classe ; nous écrirons x,yea, qu'on lira ^*x et y sont des a"* 
au lieu de xsa . ysa ». 

La formule x,yjZ£a signifie x^ysa . zsa 

*^ œ et y sont des a, z est un a ,, , qu'on lira '^ or, y, z sont des a ,,; et 
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets. 

Ex. 2'— 1, 2»-l, 2»— 1 s Np 

a,Ô£N .3 abz=ba . a*+b^^2ab 

M afiE Cls r),\ a^h .=: œea Q^. xsh Dlp j F1889P50 j 

j Oper xs j { Oper oc3 \ 

Cette P relie les deux fonctions du signe 3 entre Cls et entre P, et ex- 
prime les règles « opérer par ccfi, ou par X9 ». Voir Pl-7. 

Si l'on considère le signe 3 entre P comme une idée primitive, la P'I 
définira le même signe entre Cls. 

Réciproquement on pourrait essayer de prendre comme idée primitive 
la valeur du signe 13 entre Cls, et d'en déduire la valeur entre les con- 
ditions acea xàb par la même P'I. Mais cette P contient déjà le signe 3 
avec la signification « on déduit » entre l'Hp et la Ths. 

•2 oeCls .3 oT^d I Leibniz voir P5*3 j 

•3 a,&fiCls . a^h . œea .3 xeb \ F1889 P55 j 

[ P-l .3. a,be Cls . aOib .3: xza .3« . X£b (1) 

(1) . Import .3. P ] 
Appelons p et q les conditions xbq xàb. Par la P*l, la P*3 devient : 
P Zyi • p O- Ç « si de j? on déduit q, et si la p est vraie, la g sera vraie » . 
Cette forme de raisonnement est une espèce de syllogisme^ 
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•4 a,6,cfiCls. O^- 0<^0- 0<^ |Syll| 

{ Aristoteles, Analytica Priof^a, lib. I, cap. IV: 
*El Tb A xaxà navxhç xov B, xal t5 B xatà navrbç rov P, 
àvàyxri t6 A xaxà navxbç xov F xaxtjyoQétoOai. » } 
j Leibniz Mss. Philosophie vnB 4 fol.l7: 
« Nota r aut vox est, éFd sive cTl e. Si éTd et dFa tune éTa. » | 

Cette P exprime le « syllogisme » abrégé en Syll. 

Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « transitive » 
si xay . yaz O- ^dosî. 

Le Syll dit que la relation 3 est transitive. La relation e ne l'est pas. 
P. ex. de 7fiNp 

et Np e ( ensemble infini illimité dénombrable ) 

on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que s a le sens composé (sen- 
sus compositi), et 3 1© sens divisé (sensus divisi). xea dit que a est une 
propriété de x ^'jxTya dit que a est une propriété des individus de la classe x. 

•5 aybyCyds Cls . a'^b . b'^c . c'^d .]3- clZ)^ 
[ Hp . Syll O. aDc . O^^ . Syll -D. Ths ] 

•6 a,6,0£Cls .3- 00^-=-0^-0^ I^f 

Cette abréviation se rencontre dans quelques démonstrations. 

* 5. 3 n 

•0 a fie Cls r^: ab = ar^ : xe ab .=. œe {ai)) 
a,b,cfi Cls ry. abc = (ab)c : 

àb ==0 .=. {ab):z=c : a= bc .=. a={bc) : 
ab'^.=.{ab)'^ : a^bc .=. àryj)c) Df 
Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signe n et des parenthèses. 

•1 a,be Cls ry. xs arb .=. xsa .^. ajeft Dfp j Distrib(e, r^) } 

t F1889 P47 } 

Cette égalité est une Dfp (définition possible), car le signe r> figure dans 
le premier membre entre Cls, et dans le second entre P. Si Ton suppose 
connue sa valeur entre P, on en déduira la valeur de la formule xs ab ; 
mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire 
de faire la transformation indiquée par la PS* 2. 

Réciproquement si l'on considère comme une idée primitive le produit ab 
de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P xaa et ocsb. 
Mais l'Hp a,bs Cls, d'après la P40 est déjà le produit logique de deux P. 
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Soient eoay et xfiy deux fonctions de x,y. L'opération a est dite distribu- 
tive par rapport à la fi, si Ton a 

xa(ypz) = {xay)p(xaz) |Di8trib(a,^)| 

ou {yfiz)ax = (j/aa>)p(zax) 

Le signe à droite indique le théorème qui exprime cette propriété. 

P. ex. Topération arithmétique X est distributive par rapport à +. 

L'opération s, dont le résultat est une P, est donc distributive par rap- 
port à fy» 

Ex. De la P : Np n (4N+1) D N»+N« 

Opér 3C3 . Distrib(£, f<) O: x€ Np . a» 4N+1 .1). xs N»+N». 

•2 a fis Cls .3 ab e Cls } F1897 P22 } 

•3 a,teCls .3. àb'^a -Si Hp-3 .3 «&D^ 

{ Leibniz, Spécimen calcul! universalis, PhilS. t.7 p.218 : 
«r a est a » « a5 est a > *ab est b.*\ 

j Leibniz Id. p.222 : 

cDiversa praedicata in unum conjungi possunt, ut si constet a esse b, 
itemque aliunde constet a esse c, poterit dici a esse bc, » | 
Elle exprime la forme de raisonnement dite « composition » (Cmp). 

•5 a,b,c8 Cls . b'^c .3 àb'^ dc \ Oper « j 

[Leibniz Id. p.222: 

«Si 6 est c, tune db erit ac. Quod ita demonstratur : ab est &, & est c, 
ergo a5 est c, per regulam consequentiarum primam. ab est c, a& est a, ergo 
a& est oc per demonstrata supra. » | 

[ a,6,ce Cls . b'Dc . P-31 .3 abZ^) . bzyc . Syll .3 obiyc^ (1) 

» » » . P-3. (1) .3. aôDa. aô De. Cmp .3 oôDac ] 

Cette P, analogue à §X P41, s'appelle « opérer par n ». 

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz. 

L'Analyse de cette dem. est contenue dans RdM. t.7 p. 18. 

•6 afifiyde Cls . a^b . dT^c .3 od'^bc 

\ Leibniz Id. p.223: 
< Si a est &, et d est c, tune ad erit bc. Hoc est praeclarum theorema, quod 
demonstratur hoc modo: 
a est 6, ergo o^ est M per priera, 
d est c, ergo bd est bc rursus per priera, 

ad est bd, et bd est bc, ergo ad est bc. Quod erat demonstrandum. » | 
{ McCoLL a.l878 P9 j 
[ Hp . P-5 .D. adOM . bdObc .3 Ths ] 
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•61 apyC,d£ Cls . àry) . àry . bc'^ .3 ayi iF1897 P35Î 
[ Hp . Cmp O. cOlbc . bcOd . Syll O- Tha ] 

•62 . ab'Jc.ac Z)d O- àb 'Jd {F1897 P37( 

[ Hp rj. dbZya^ . acDd O- Ths ] 

•63 -. oTy) . bc^^d .3. ac3d JF1896 P115J 

[ Hp O. ocDôc . hczyi O. Ths ] 

•7 apfit Cls .3« ût^(&^) = (û^) ^ (^3t^) I Distrib («,«) j 
L'opération n est auto-distributit}e. Voir §- 2-62. 

^ 6-0 a,te Cls .3 a=b .=. a^b .b'^a Dfp 

j Leibniz PhilS. t.7 p.225 : 

«Si a est b, et 6 est a, tune a et 6 dicuntur esse idem.» | 
t MCCOLL P7 : (a=6)=(a:6)(6:a) j 

Cette P exprime l'égalité de deux classes par le signe 13. Le signe =: 
se rencontre nécessairement dans toute définition, et ne peut pas être défini. 
Si l'on veut considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxième 
signe = comme lié avec le signe Df. Leur ensemble signifie « est égal 
par définition » ou « nous posons » . Il n'est plus le même signe qui figure 
dans a=b. Ex : (2N)n(3N) = 6N 

« les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6%. 
N f^ X3{3x—2 B 5N) = 5N— 1 

« Les nombres x qui rendent Sx — 2 multiple de 5 s'obtiennent de la for- 
mule 5y— 1, en y remplaçant y par tous les N ». 

•1 a^Cls .3- «=«« {Leibniz Mss. vu p.3: ^AAœA^ j 

[ (a,a,rt)|(o,6,c)P5*4 . Simpl .13: as Cls .3. aTy^a (1) 

(a|6)P5-3 . Simpl .3 aeCls .3. cuTyx (2) 

(1). (2). Cmp. PO .3 P ] 

•2 a,6eCls .^. a& = 6a { Commn j 

{ Leibniz Mss. vnB2 p.3 : ^ABœBA* \ 

Soit xay une fonction de as et ^. L'opération a est dite commutative si 
Ton a xay =zyax | Comm a \ 

La P*2 exprime la commutativité de T opération r>. 

[ Hp . P5-3 . P5-31 rj. abZib . abZ)a . Cmp .3. abZDba (1) 

Hp . (6,a)|(a,6)P(l) .3. ba^ab (2) 

(1).(2).D. P 1 

•3 a,byCS Cls r^: a{bc) = {ab)c =3 abc j Assoc ^ j 

I BooLE a.l854 p.29 | 
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On dit que Topération a est associative, si 

{xay)az =z xaiyaz) \ Assoc a | 

L'opération n est associative. 
[ Hp . P5-3 O. {àb)cZ:)àb . abZyi O- {ab)cZya (1) 

» » . a6D& O. (a5)cD6 (2) 

» » (a6)cDc . (2) . Cmp O- (ab)c'Dbc (3) 

(1) . (3) . Cmp O. (a5)cDa(&c) ] 

^ 7. 
Soient p, ç, r des P contenant une variable, ou un système de 

variables x. 

•0 p .=^. q signifie p Q^. g : ç .^x-P- 

•01 p .^^: g .3 ^ signifie pg^ .]3- ^* 

'02 P Ox- î •=• ^ signifie p Q^: g .3 r : r Q. g. 

Ces P s'énoncent symboliquement : 

•i afieCls r).\ œea .=^. œeb :=. a=:b Df 

•li a,&,(?£Cls .3" xsa r^^: œeb r^. xec .*.=. ab'^c Df 

•12 a,6,C£Cls O-- ^£ût-3a;' x£b,=:.xec /.=. aiT^cac^ Df 

Dans la formule p .=j; .g, la lettre a? est apparente. On sous-entend 
rindice au signe = lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre. Voir Pl*7. 

Ex. ofiNp .=. aa N+1 . («—1)!+! b Nx« 

§— 5-5 §/8-6U-140-l--3,-5-'8 ... 

Dans ces exemples l'indice au signe = est toujours sous-entendu. 

Dans la formule p rihi • Ç O* ^j 1© premier 3 porte l'indice x qui peut 
être sous-entendu; le deuxième ne porte pas d'indice. 

Des deux formes pD^qZDr et pqZy*, la deuxième est plus simple, lorsqu'il 
s'agit d'une proposition seule; mais la première est plus commode lorsqu'on 
a une longue suite de propositions qui ont une Hp commune; alors on 
peut mettre en évidence cette Hp, et l'écrire une seule fois. 

Ex.: §/4-6-7 11-2--4. 

La P-11 exprime, dans un cas particulier, la règle de l'exportation. 

Ex. de la •02: a,6,c€N .3: a=z6 .=. a+c = ô+c 

à,65N .D: «'+&* fi 3N .=. ae 3N . ba 3N 

•2 a,teCls .]3- ^ID& .=. o^=ab Dfp 

} Leibniz PhilS. t.7 p.214: «Omne A est B id est AB:x>A.y^\ 
Cette p transforme aZy> en une égalité. Le signe 3 7 figiJtre aussi pour 
séparer l'Hp de la Ths. Voir FI 897 P52 note. 

[ a,&£ Cls . aZy} . P4-2 .3. aZya . aZy) . Cmp .3. ayîb (1) 

ajbè Cls . aD6 . (1) . P5-3 .3. 0306 . abZya . P4-0 .3. az^ab (2) 

» » a=a6 . P5-31 .3. oOf) (3) 

(2).(3)Q. P ] 
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•3 aybjCS Cls .3- «3 6^ •=• «ID* • ^3^ I Distrib(3^) î 
} McCOLL a.l878 P12: «(x: A)(ac:B)(aî:C)=:(x:ABC)..| 
[ afi,ce Cls . aD&c . P5'3'31 O- «I» • «De (1) 

(l).Cmp .3 P 1 

A afi,ce Cls . ab '^c . ac 3^ O- àb = ac {F1897 Pôôj 

[ Hp O. obDac . ocDoô O- Ths ] 
Ex. Appelons a, 6, c les trois équations 

x+y = m asy = n (se— y)' = m* — 4n 

Par des règles algébriques on a ab'Zyc cuTy) ; on déduit l'équivalence 
des systèmes ab eX ac (mais non de ab et &c). 

« 8. 

•i aBC\B r^. œ3{xea)=a Dfp iF1889 P58Î 

Cette égalité a le caractère d'une Dfp, car le signe a figure dans le 
premier membre et non dans le second. Mais, contrairement aux autres 
Df, le premier membre est plus compliqué que le second. Dans la pratique 
on écrit le signe xe en avant d'une P réductible, mais non réduite, à la 
forme xza. 

•2 a,hE Cls 3- ^^ ^ X3{xea .^. xsh) Dfp t Distrib(3,^) \ 

tF1889 P60j 
[ P51 . Oper X3 -D- P ] 
Cette P dit que l'opération 3 est distributive par rapport à f>, 

•3 as Cls .3. a= X3( us Cls . a^u 3 u. xeu ) }F1897 P61 \ 
[ P4-3 .3 a,i«Cls . àZyu . xsa .3. xsu (1) 

(1) . Export O asCls .3-. xea .3b : twCls . Ow .3 • a?«w (2) 

(2) . Oper 5C3 -D o^Cls .D- «D X3( » » ) (3) 

ae Cls : 1^5 Cls . aI3u .3 • ^^^ O: ^ Cls . a3ï O: a^a (^'^ 
(4) . Export . Oper X3 3 ae Cls .3. X3{us Cls . «Dm .3 . xeu) ZD « (ô) 

(3). (5) .3 PI 
Ex. §u21Dm . 2-6 Dm . §-38 Dm. 

« 9. 

•i ix;y;z) = [{x;y);z] Df {F1898 P70'{ 

•2 (x]y) = {a;b) .=. off=a . y=b Dfp JF1897 P71 j 

Sur cette P voir RdM t.6 p.65, p.ll9. 

•3 apjCe Cls 3- • 

xea ryx: [x\y)£b r)y. {x\y)ec /.=: xea . (x\y)eb .3»,y- {^\y)^c 

JF1894 §18 P2; 1897 P74i 



-■^, ^'^r 
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GSonsldérons une condition contenant une variable x , et deux conditions 
contenant deux variables x et y. Nous écrirons la première sous la forme 
xea, où a est une Ois ; et les deux dernières sous la forme {x]y)sb et (x'^y)ec , 
où 6 et c sont des Cls de couples. Alors la déduction 

xea . (as',y)Bb r^x,y. {x\y)BC 
est identique à la 

XBa Oa; : (cc;y>& -Dy • (5C;2/>c 

La P'3 est l'expression symbolique des règles « exporter » et « importer » 
dont nous avons parlé dans les « démonstrations » P3*4. Un cas particulier 
est la P711. 

Ex. dans les Dém. des §/P4-l §;Pl-2 §LmPl-l 1-4 

'* a,6,ceCls ry,\ 
xea .3 œ: ysb r)y . {x^y) se .•,=.-. yeh r^y : xea .3 a^- ipo^y)^c 

\ Peibce a.l880 p.24 : jx >^y X^)\ = \y ^x ><z)\ \ 

Le signe »^ de Peirce signifie 3 

•5 a,&,c,rfeCls O- • 

irea .3«« yéb . (x]y) ec r^y . (x;y)ed .•.=.'. 

[ Import . Export O- P ] 
D'autres identités où figurent des relations entre plusieurs variables sont 
contenues dans §a P2. 

« 10. 

•1 x=x \ Ex. §+ 6-1 1 

•2 oo=y .3 y=^ 
•3 x^y . y=:z r^. x==z 

Ces trois propriétés de l'égalité sont indépendentes. Voir §vct P2-1-2-3, et 
RdM. t.l p. 127, t.2 p. 113, p.l61. Une preuve simple est formée par les 
exemples suivants, indiqués par M. Vacca. Les trois relations entre nom- 
bres (1+N) : 

D(a;,y)>l, cceNXy, œ,ysNp 
satisfont respectivement aux conditions •1*2, •1*3, •2*3 et non à '3, -2, *l. 

Il y a des relations, différentes de l'égalité, et qui satisfont aux condi- 
tions •1*2-3. Sont telles les relations géométriques : 
« la droite x est parallèle à la ^ » 
« la figure x est superposable à la ^ » 
« la figure x est semblable, ou projective, à la ^ ». 
Elles sont réductibles à l'égalité ou identité, indiquée par le signe =:, 
entre des fonctions ou des abstractions des objets considérés ; p. ex. « di- 
rection de a; := direction de y », « aire de x = aire de y », « forme de 
x = forme de ^ », etc. 

F. 1901. 2. 
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Voir FI 894 §39. I. Zi^nago nous communique que si la relation xay 
satisfait aux conditions *l*2'3,.elle est réductible à Tégalité entre CIs : 
Xay .=:. Z3(zax) =: Z3{zay) 
Si la relation est algébrique, voir IdM. a.l900 p.37, 316. 

•4 x=y=s .==. x=y.y=z Df 

exprime une abréviation très connue. 

•5 aeCls . xea . y=x .3 y sa \ F1895 §4 PIO } 

•6 x=zy .=: aeCls . œea .3^. yea Dfp j F1897 P80 j 

I Leibniz Id. p.219 : « Eadem sunt quorum unum in alterius 

locum substitui potest, salva veritate. » | 

L'égalité x:=y signifie «toute classe qui contient x contiendra aussi y», 
ou « toute propriété de x est une propriété de y » ; ou « la vérité de la pro- 
position awa, qui contient x, n'est pas altérée si Ton remplace x par y. » 

Cette P est une Dfp, car le second membre ne contient pas le signe = 
qui figure dans le premier. La difficulté qu'on rencontre à la considérer 
comme une Df réelle, que le signe = sert déjà dans la définition, peut 
être écartée par la remarque à la P6'0. 

La P'6 ne donne pas toute la signification de sc=y, car on doit encore 
définir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §—3-2 §/ 3*2 dans 
les Df par abstraction ; de P-1 on ne peut pas tirer la P60. V. F1897 p.39. 

Dans les traités d'Arithmétique on a les P 
2/3 = 4/6 2/3 est une fraction irréductible 4/6 ne Test pas 

ce qui paraît en contradiction avec la P*5. Ici le signe 2/3 représente 
d'abord un nombre rationnel, ensuite l'ensemble des trois signes 2/3. 

•61 Dm P-1 asCls . ai^a . Simplif .3. xta : P-6 O. P 

•62 Dm P-2 P-1 .3. xs Z3{z=:x) . P-6 .3. ys y3{z=r) .3. P 

•63 Dm P-3 Hp .3 o^Cls . xea . P-6 .3. ysa . P^ .3. zea O- Ths 

•64 Dm P-5 P-6 . Import .3. P j F1897 P80-84 î 
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§2 g =(0U) 

^ 1-0 afieCls .3 oJ> = oc3(cs Cls. a'^c ,b'^c ry.xec) 

IF1897 P241Î Dfw 

aJb, qu'on peut lire « a ou & » indique donc la classe des objets qui 
appartiennent à Tune, au moins, des classes a et b. 

L'opération indiquée par le signe «j s'appelle « addition logique ». 

Ex. §Np P2-1 : Np n (3+N) D (6N+1) u (6N— 1) 

§1^ 51 §Num -41 -5 §max 1-3 §Dvr 1-33 §mlt 102-33 §Q82-8 §;i 1-3... 

Leibniz a indiqué l'opération u par le signe -f > ou par le même signe 
dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un même signe les 
additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguïtés. P. ex. : 
Np + Np = 2(N+1\ Np u Np = Np. 

Le signe -f dans Boole a une signification un peu difiërente. 

•1 afiyCeCls .3 

ahjc = (ab)uc : owôc = cM(bc) : asJb'Z^c .=. (aw6)3c : cTyxjc .=. à^X^buc) : 
ctybsjc = (aJ>yjc : xs asjb .=:. xe{aub) Df 

•2 a,6£Cls .3- «wfteCls 

•3 » ar)aj) . b'^aJ) 

\ Leibniz PhilS. t. 7 p.240 : n n est in ^ © N » j 

[ §lP4-3 .D: a,b,ce Cls . aDc . ôDc . xsa .3. a?fc (1) 

(1) . Export .3: afis Cls . scea .3: es Cls . a3c . ôIDc .3 . x€C (2) 

(2).Dfw.D: » » .3. xecwô (3) 

(3) . Export .3: «,&£ Cls .3: scfa .3j; . xs aJb (4) 
(4) . Operar? .3. P ] 

•4 a,b,c£ Cls . a3^ . &3^ 3- ^ 3^ { Leibniz Id. p.232 : 

• Si A est in C et jB est in C etiam A-^B erit in C * j 

[ Dft^ . Oper xf .3: afie Cls .3.-. are aJb .=: ce Cls . «3c . ô3c .3o • scêc (1) 

(1) . Simpl .3.-. a,Ô£Cls . xsaJb .3- ce Cls . a3c . 63c .3o . acec (2) 

(2) . Import .3: afijCs Cls . xe aub . aTy^ . 63c .3- a:f c (3") 

(3) . Export .3.*. aybyCE Cls . a3c . 63c .3: xs asjb .3r . xec (4) 

(4) . Oper X3 .3. P ] 

•5 a,byCe Cls . a3& 3- «wc 3 ^ t Oper g } 

j Leibniz Id. p.239 j } McColl a.l878 PIO j 
•6 aybjCyde Cls . a^b . c'^d r). cujc'^hdd \ Leibniz p.232: 

«Si A est in M, et B est in N, erit A+B in Jl/+?i7'. »| 

•61 a3 &^ • &3^ • O^ O- ^D^ 

j De Morgan Formai logic a.l847 p.l23 } 
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^ 2. afiyCS Cls .3 
•1 aya=:a j Leibniz Id. p.230: 

«Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novum, seu A-{-AœA,»\ 
[ Dtsj ,0^ ojazz X3(C8 Cls . ajc O c . xêc) . §lP8-3 O. P ] 

•2 Ovô = 6ua j Leibniz Id. p.237 } j Commg j 

[ Dfu rj, OfJb •=. a;3(c€ Cls . a^yc . 6I)c .3 . xbc) 
Comra n 0« » » • O^ . a^ Oc ■ » 

Dfu .3 » ôua ] 

•3 oyôgc? = (Ué(hjc) = (aw6)s/? |Schrôder a.l877 P3'j {Assocwj 

[ {aJbyjc = xd[dE Cls . au& 3/ . c^yd O. xfd] 

= X3[dë Cls . aDd . ir>d . cDd O. cr^cf] 
= xd[dB Cls . aD^ . b^ZDd O- acfid] 

•4 &3^ •=• (^=^ ! Leibniz Id. p.232: 

«Si 7^ est in ^1, erit A-\-Bœ A ,.. Si A-\-BœA, tune B erit in A,»\ 

•5 a3^ • 6D^ •=• «w^D^ [ Pi-2-3-4 O. P ] 

{ McCoLLa.1878 p.U j 
'6 P-5 .3. Pl-0 
[ §1 P8-3 O. au& = 3C3{ ceCls . ouô D c .3 . ac£c) 

P-5 3. » » » . «De . 63 . » ) ) 
De la Pl'O, considérée comme Df du signe w, nous avons tiré les P suc- 
cessives. Réciproquement de la dernière 2*5 on peut déduire la 1*0; et puisque 
la -5 est conséquence des Pl'2-3-4, on aura une autre façon de traiter cet 
ensemble de P. On peut introduire l'idée u comme primitive, en la déter- 
minant par les Pl'2*3'4, qui joueront le rôle de Pp (propositions primitives). 
Si Ton remplace a3 par 63»» ©* arsb par aJb dans les P : 
§1 P5'2»3-4-5-6-61 6-1-2-3 7-2'3 
on trouve §2 Pl-2-3-4-5-6-61 2-1-2-3 ^-ô 

La même substitution dans les démonstrations des premières P, permet 
de tirer directement les dernières des Pl'2'3'4. 
Cette corresponclence, dite « loi de dualité », a été énoncée par Peirce a,1867. 
Une troisième théorie du signe u sera indiquée dans §- P3*l. 

^ 3. afiyCyds Cls .3. 
•0 absjdc "^ a(buc) 

[ Pl-3 3. àzy^i . cDbuc . Oper n 3. a63(2K>c) . acZya{b^) . Pl-4 3.P ] 
•01 a(lKtC) 3 àbsjac Pp 

Cette P n'est pas conséquence des P précédentes. Pour reconnaître son 

indépendance, il suffit de donner aux signes Cls, n, \j une interprétation 

qui satisfasse aux P précédentes, mais non à celle-ci. Considérons des points; 
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par Cls indiquons les classes convexes de points, c*est-à-dire les u telles que 
Medu=i^ ; au signe n conservons sa valeur ; alors, par la DflO , aub indique 
« la plus petite classe convexe contenant a et & ». Il est aisé de voir que 
subsistent les propositions précédentes du§u, et aussi les dualitiques, mais 
non la nouvelle *01. Il faut donc, en suivant l'ordre que nous avons ici 
choisi, la considérer comme une « proposition primitive », Voir §- P3'5. 

•1 a(bkjc) =:ab^a€ [ =. P-o . P-oi] t Distrib(^w) j 

[Lambert a.l781 p.33: 

« Will man aber setzen {m-\-n)A, so ist dièses = 7nA-{'nA, »\ 

•1 1 (cUjb)C ^=(lCsjbC [Comm n . Distrib (y , n) O- P] 

•12 {aJ)){(>jd)=^acsjadsjhcyjhd j Lambert id j 

•2 as,ah=a -21 a{aJ))=a j Schrôder a.l877 PIO^IO' j 

•22 (awc)(M = abyjc \ Distrib(^,<^) j j Peirce a.l867 p.250 j 

•23 (au6)(6s^)(<>^) = abs^bcyjca j Schrôder a.l890 p.383 j 

•3 a=b .=. aJ)'^ab j Schrôder a. 1890 p.382 j 

•4 ac'^ . àr)bsjc .=. àry) \ Peirce a.l880 p.34 j 

•41 ac 3 6c . owc 3 6s^ .=. àry> j Schrôder a.l890 p.362 j 

'A^ ac = bc.aMC = b^ .=. a=b \ » a.l877 p.l2 { 

•43 ay> , b'^ .=. (iJ>^bc t Padoa F1897 j 

'5 àT^hjC. ai '^d.ac'^yi .3 ^D^ I P^^ri F1897 { 

^ 4. a.bfis Cls .3 
•0 xea .Si. xeb .=. œs aj) Df JF1889 P48j |Distrib(£,w)j 

Cette P exprime la somme logique de deux propositions xsa et xeb par 
la P xe aJbj où ne figure que la somme de deux classes. Puisque tout€ P 
est réductible à la forme xsa, ou x est une variable, ou un système de 
variables, on aura défini la somme de deux P quelconques. 

Ex. §Np Pl-2 : as Np . 6,C£N . bXc s NXa O- as NXa .^. ce NX« 

Ex. §>2-4-5 §X 1-6 3-4 §^5-5 ... 

La P'O dit que Topération e est distributivc par rapport à u. L'opération 3 
ne Test pas. En effet de (N+1)* D 4N»j(4N+1), on ne peut pas tirer 
(S+iy D 4N, ou (N+1)' D 4N+1. 

•1 X3{ xsa .y. xeb) = ajb Dfp JF1889 P62| |Distrib(3,w)| 

[ P-0 . Oper X3 .D. P ] 
Cette P exprime la somme logique de deux classes par une somme de P. 
•2 a'y: .^J. 63? 3. a637 ( McColl a.l878 P13 j 

•21 a3& •^- àryc 3- O^ * * pi^ 

•22 a'^c .sj. b'^c 3* ^^ 3^ •=• ^^^=^ 

( McCoLL Cofigrès de PhilosophiCy Paris a. 1900 j 
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§3 y\ = (classe nulle) 
^ 1-0 y\ = X3{ae Cls .3^. xea) DfA 

A indique la classe nulle. Leibniz l'a indiquée par N, initiale de Nihil ; 
Boole et ses continuateurs par 0. Ce signe se rencontre rarement dans le F, 
où il est exprimé par les signes - et g. Nous le conservons ici, car il 
permet de traiter quelques théories logiques. Ex: 

N'o(N'-fN') =A * il n> a pas de cubes, sommes de deux cubes ». 

•i A « Cls j ri897 P436 j 

•2 as Cls O. AD« i 5^1888 §2 P13 { 

[ DfA O.-. x£ A O: «« Cls .3i . xea (1) 

(1). Import O-"' XB f\ , ai Cls O- xEa (2) 

(2). Export O.-. aeCls O: ses A -D* . a^a (3) 

(3). Oper XB O- P ] 

•3 afi Cls .3 a^A = A I Boole a.l854 p.48 } 

[ P-2 . §1 P7;2 o. P ] 

•4 ae Cls .3 a3A .=. a^f\ \ ri889 P38 } 

[ P-2 .3 P ] 

•5 afiCls 3.-. a=A .=: &fiCls.36.0& ^^ 

\ FlSSfT P300 } 



a,b,c 


dsCls 


0. 






•6 


«36. 


6=A 


•3 


a=A 


•7 


«36. 


6c=A 


•3 


oo=A 



[ P-4.Syll.D.P ] 

j AKIST0TELE8 id. id. | 

•8 aZ^c . iryi . cd=/\ .3 a6=A { De Morgan a.l847 p.l23 j 

u A ^2. a,b,c,dsC\s .3: 

•1 o^A ^ « { Boole a.l854 p.47 { 

[ Hp . Pl-2 .D. AD» ■ §w P2-4 O- Ths ] 

•2 a^=A •=• «=A • ^=A { Boole a.l854; F1888 §6 P9 \ 

[ Pl-4 .3: ÉW&=/\ .=. aw6DA 
§oP2-5.D: » .= «DA-«'DA 
Pl-4 O: • .=. «=A-6=A ] 

•3 a=A .«. 6=A O- a6=A t F1895 §3 Pli j 

•4 a<J}^(u^ . arb =/\ . arv =A 3- ^'=^ 
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•5 aJ)=^C\jd . a=c . ab =/\ . cd =/\ .3 6=^ 

} Leibniz Id. p.234: * Si A+B œ C+D ctAœC, erit BooD, modo AetB 
itemque C et D sînt incommunicantia. » | 

•6 aj) "^Cyd. c^yi . cT^^ . db =y\ .3« ^^3^ • ^ID^ • ^^ =A 
I Hauber a.l829 §291 j 

•61 Hp -6 .3 ^^^=^ • ^^=^ 

•7 ar)hjc .àb=/\ .3. a37 j De Morgan a.l847 p.l22 j 

Une remarque curieuse est la suivante. Remplaçons: 
xs Cls par ccfiN 
a3& » «^ » ou par « a est un diviseur de & » 
arb » « le plus petit des nombres a et & » ou par « le plus grand 

commun diviseur entre a et 6 » 
aJ) » « le plus grand des nombres a et & » ou par « le plus petit 
multiple commun' entre a et & » 

A » 1 

Subsisteront toutes les P précédentes qui ne contiennent que les signes 
indiqués, comme les §1 P4-4-5 P5-2--7 P60--3 P7-2-3-4 ... P. ex. la §A P2-7, 
par la deuxième substitution devient: 

« Si le nombre a divise le plus petit multiple commun entre b et c, et 
s'il est premier avec b, il divise c ». Voir §mlt l'8. 
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§4 - = (non) 

^ 1-0 Soit a une Cls ; -a indique la Cls des " non a ". 
•01 Soit p une proposition; -/? désigne sa négation. 

Ex. de la négation d'une Cls, §NpP10: 

Np = (N+l)-[(NH-l)X(N+l)] Df. 

« Nombre premier signifie nombre (supérieur à Tunité), non déeomposable 
dans le produit de deux nombres ». 

Dans ce cas, et dans §+ 8-6-7 §/ 37 §|S 35 §max 10 §Dvr 245 §Np 39 9-1 
§l'5-0-6'7 §D31 §logl-l-3 §qn 2-0 §Sub8t3-0 5-4 §q' 103 §sin8-7 §vct8-83 
391-2-3-4 on a toujours l'expression 6-a, où la classe a est contenue dans b. 

Dans §ô 1*0 §Lm 4*0 la classe a n'est pas nécessairement contenue dans b. 

On ne rencontre pas l'expression isolée -a. 

Ex. de la négation d'une P: 

§|S 901 : a fis N . -(a=6) .D. a«+6« > 2ab . 

Autres ex: §+ 8-4-5 §> 2-6-7 §/ 401 •3-4 41 §[S 9-51-52 §Num •11'3 
§2'21-2 §quot3-4 §Dvr2-6 §Np 123 §lim 1612 §q' 25 4-2 10-5 §;r5-2 
§sin2-0-2... Il accompagrne aussi le signe 3. 

Nous avons cité presque toutes les P du F contenant le signe - . On voit 
que leur nombre est très petit. 

Le signe de négation se rencontre sous la forme du signe — de l'Arithmé- 
tique, avec lequel il présente quelques analogies formelles, dans Leibniz, 
Segner, Boole,..., avec la même valeur, ou avec des valeurs semblables. Dans 
quelques travaux il a la forme \jr\ . 

Nous ne donnons pas ici une définition S5rmbolique de la négation ; nous 
la considérons comme une idée primitive, dont la valeur est déterminée par 
les propositions primitives 2'l-2'3. 

Les P3-8, §1 P'6 indiquent la possibilité d'autres théories, où la négation 
est définie; dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres théories; 
mais elles ne sont pas développées. 

•1 aeCls .3- '(pDea)=œB^a Dfp 

•n » -a = ir3 -(a?£a) Dfp 

Les P lient le double rôle de la négation entre P et entre Cls ; la "1 
exprime la négation d'une P par la négation d'une classe ; la -11 exprime 
la négation d'une classe par la négation d'une P. Il suffit donc de consi- 
dérer l'une des P-0'01 comme exprimant une idée primitive, et prendre une 
des P'1-11 comme Df. 

Pour supprimer des parenthèses on fait les conventions suivantes : 

•2 œ'=y .=. '{x=y) Df 
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•31 x^y^ea .=. cœa.y^ea \ Ex. §NpP5-2-'4 | Df 

•5 xe^a .=. oj -e a [Pi. P-3 .D- P ] { Comm(£,-) j 

On dit qu'une opération a est commutable avec la p si afixszfiax. Cette P 
dit que les opérations f et - sont commutables. L'opération 3 n'est pas 
commutable avec la -. En effet de -(Np D 2N+1) « il n'est pas vrai que tous 
les nombres premiers soient impaires » (car 2s Np), on ne déduit pas 
Np3 -(2N+1), « tous les nombres premirs sont pairs ». 

} 'd--5 F1889 P46, 61,... ( 

^ 2. a,&,C£Cls .3. -1 -afiCls Pp 

•2 -(-a) =a j Leibniz Mss. vnB 2 p.3 : ^Aœ nonti^jr» } Pp 
•3 àb 3^ .'^. a^'^'b \ Transposer j Pp 

'l a^b .3 -&3"^ * 

j Leibniz Mss. Phil. viiB 2 fol.17 : « ^ est 5 ergo nonz? est non^ » { 

[ Hp .D. irbyrya . aD6 .3. (-6)aD& . P-3 .D. (-6)(^)l>a . Simplif O- Ths ] 

Nous appelons «transposer» l'application des P'3'4, par l'analogie qu'elles 
présentent avec la transposition des termes dans une égalité ou inégalité 
algébrique. La règle '3 est appelée quelquefois « la loi des inverses ». Nous 
appelons aussi «transposer» les règles P3"7-71, et 4*2. 

La P-4, conséquence des précédentes, remplace la Pp-3 dans les Dm des 
P-5-51-52 31.... 

•5 a^b .=. -& 3 -a t F1888 P8 } 

[ P-4 . (-6,wi)|(a,6)P-4 .3. P ] 

•51 0=6 .=. -a = -6 [ P-6 .3. P ] 

•52 0=6 .=. o36 . -o3-6 j ri897 P118 j 

•53 aAflb) = 0-6 j F1897 P117 } 

•5* a^=:b^ .=. 0=6 j Vailati RdM. a.l891 p.l03 j 

•6 06 3c .=. o-c 3 ■* I PeiRCE a.l880 p.35 j 
[ P-3 . (-c,-6)|(6,c)P-3 .D. P ] 

•61 o,6,C£Cls . 063^ • «-6 3^ -D- ^D^ 

•62 (a^b)c={acHbc) \ Boole a.l854 p.34 j | Distrib(v) \ 

Cette P, comparée avec Distrib(n,n\ Distrib(n,w), dit que si /"(«,&, ...) est 
une fonction des Cls a,b, ... composée par les opérations logiques any, ficuy» 
a>-y, on aura f{afiy ...) sd = f(ar>l, hrl, ...). 

'%Z (ib = ac .=^. a^=^a^ \ Whitehead a.l898 p.40 j 
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•1 aw& = -[(-aK-6)l ^fP 

[ §1 P5-3 O. abOd . abOb . Transp O- - O -(^) • - O "W (1) 
(1) . §^; Pl-4 O. -a ^ -ôD K^) (2) 

(wi , ^)|(a,6) (2) O. «^ D -[(-«)(-*)l (3) 

§wf Pl-3 O. ajaub . 6I>ïu6 . Transp O. -(au&) D -a • -(ûwb)D -6 . 
Cmp O. -(û^) D (-«)(-*) • Transp . -(-«)(■*) 13 «^ W 
(3) . (4) O. P ] 

•2 -(owô) = (-a)(-6) [ P-i O. P ] 

•3 arb = -[(-a)u(-&)] Dfp [ (wi , -5)|(a,6) P-2 O- P ] 

•4 -(a6) = -a w -& [ P-3 o. P 1 

{ i'A De Morgan a.l8j8 p.208; Schrôder a.l877 p.18 j 

•5 P2-l'2-3.P3-d .3. §..P3-01 j ri897 P215 j 

[ afiyCê Cls O. abZyàb , ac^ac . Transp O. a-(a60 -& . a-^acJZ) -c . 
Cmp . a-^abyiacXD -ô-c . Transp .D.«-(-^c) D -[-(ûfôH«<^)l • P"l • 
3. a{lxjc) "Z^àbsjac ] 
La PI exprime Topération \j par les <^ et - ; dans F1897 on l'a prise comme 
Df. La P-5 dit que de la -1, et des propriétés de la négation on déduit la 
§uP3-01, qui se présente ici comme Pp. 

•6 a=abya^ [Lambert a.l781 p.ll : «a = tw; + a|a;» } 

•7 0-6 3^ •=• ^D ^ ! Peirce a.l867 } j Transp j 

[ Transp O: «-&!>? .=. 'b^'D'^ •=• «Dô^ ] 
•71 ab 3 ^ .=. o-c 3 ^ "^ I Transp } 

j Peirce a.l880 p.36 : {axb>^+d)=.(axd H!fi+b)\ 

•8 a-& = a?3(c£ Cls . a3 6wc .3c . xec) Dfp j F1897 P257 j 

[ §1 P8'3 o. a-6 = xa(c£ Cls . o-ô De .3 . scec) 
P'7 O- » » . aZDbjc » ] 

La P'7 contient dans un membre le signe - qui ne figure pas dans le 
second ; on peut la transformer dans la P'8, qui est une définition possible 
de l'expression a-6. 

Si l'on prend la '8 comme Df, il ne faut plus considérer le signe -5, isolé, 
qui effectivement ne se rencontre pas dans les applications. En conséquenœ 
il faut modifier l'énoncé de quelques P précédentes. P. ex. la P2-4 doit 
être transformée en a,b,cs Cls . à^ .3- c-63c-a. 

Il y a cet avantage à prendre la *8 comme Df, qu'on supprime la négation 
du nombre des idées primitives ; mais de la '8 comme Df, et des P des §§ 
précédents on ne sait pas déduire les P de ce §. Voir un essai dans F1897 
P258-260. 

•9 (awa;)(6u -û?) = o-o; u 6aî { Peirce a.l880 p.36 j 

•91 {axyb^){cxsjcl^=:a€Xsjbd^x \ Boole a.l854 j 
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•92 -(oa? w &-<») = (-a)a5 u (-&)(-a?) { Schrôder a. 1877 p.l9 j 
•93 ab'^axsjb'<x)'^cuj) \ Schrôder a.l891 p.48 j 

•94 aJ> = a<j &(-a) { > a.l890 p.308 j 

•98 a=b^^C''b r^. b=c^yja^ \ Jevons a.l864 p.61 j 
Cet A. a indiqué la fonction a-& u &-a par a o b; le signe o correspond 
au latin aut ; le signe u à vel. Cette opération a de curieuses propriétés 
développées dans F1895 §3 P24-30, dont la plus importante est la -95. 

A * 4. afisClB r): -1 a-a=A 

j Leibniz PhUS. t.7 p.230 : « seu A— A » N » j 

[ P3'8 o. (p^ = X3{c£ Cls . aZ) a>jc .3? . me) 

§^; 1-3 » = CC9(C£ Cls O . XBC) = A ] 

•2 a3& .=. 0-6 =A Dfp i F1888 §6 P2 { } Transp } 
j Leibniz id. p.212: Omne ^ est B, id est ... ^ non B est non Ens | 
[ §A P2-1 . §. P3-7 . §A Pl-4 .D: 
azy) .=. oObu/\ .=. a-6DA •=• a-6=A ] 

•3 a;=z/\ .=. a"^ ^a Dfp •* ^3*A 

[ Hp . §- P2-1 .3. -a fi Cls . §A Pl-2 .D- AD -« • Transp .3. F ] 
•5 O-A =a [ P-4 . §1 P7-2 .3. P ] 

w A ^ &• afi,c,xeCls .3- 

•1 0=6 .=. 0-6^ 6-0 =A { SCHRôDER a.l877 p.l75 } 

•2 a=boc .bc=^/\ .3- &=ûK? j BooLE a.l854 p.35 j 

•3 00? u 6^» =A •=• 63^D*^ 

{ BooLB p.lOl; SOHRÔDER a.l891 P49 } 

•4 oa?w6Kr=A O' ût6=:A { Boole a.l854 p.lOl } 

La classe -A a été indiquée par Peirce, AJ. a. 1887 et dans F1889 et 
suivants, par le signe V> qu'on lit « tout » ou « vrai ». Toute expression 
fx obtenue en combinant une classe x avec des classes données par les 
signes nw- est réductible à la forme : /^x = (/V)^^(/A)-^ 
due à Boole, et qui présente quelques analogies avec la formule de Taylor. 

La P-3 donne la résolution de toute équation logique. 

Avec m classes indépendantes on peut former 2|\2[^m) Cls différentes, et 
énoncer 2(^[2|\2(^w)— 1]— 2 propositions. Si m:=l, on a les 6 P : 
«=A -«=A «-=A -«-=A 

a-=A . -«-=A «=A •^- -«=A 

Sur deux classes (7n=2), on peut énoncer 32766 relations. 

Voir ce calcul dans RdM. a.l900 p.41. 

Nous indiquons par des signes simples les deux relations a3& et a=6; 
quelques A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d'autres 
relations moins importantes. 
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§5 a = (existe) 

/\ - ^ 1. a,6fiCls .3- '^ a^ •=• <^"=A ^^ 
•01 aa6 .=. a(a6) Df 

Soit a une Cls ; ga signifie « il y a des a, les a existent » . Nous exprimons 
cette idée au moyen des précédentes par la P'O. Ex : 

a N*n(N*+N*) « Il y a des nombres carrés, sommes de deux carrés » . 

§+7*1 §/ 6-8. La P particulière « quelque a est & > s'exprime, sans 
conventions nouvelles, par g ab, 

i xea .3 sr^ I F1889 P53 j |Ex. : §Dvr Pi-3| 

[ Syll O: as Cls . az=if\ . xsa O- ^/\ (1) 

(1) . §-2-1 .Df A O: » * acê-a (2) 

(2) .Transp. Dfg O- P ] 

De ac3a on ne déduit pas a*'» 8^ l*on n'est pas assuré que gx (Pl-2). 

•2 a^h . aa .3 ^6 [ §A 1*6 • Transport O- P ] 

•21 a3& .3* 3^ O- 3* } Oper a j j F1895 P116 j 
« Opérer par 3 » signifie écrire le signe a en avant des deux membres 
d'une déduction. On obtient une déduction de même sens. 

•3 ao^ft .3. aa.aft [P'2dp] | F1895 §3 P12 j 

•4 a36.=. aCls^<73(a=6c) Dfp } ri897 P411 j 

^ 2. a,6,cfîCls .3^. 

•1 (x]y)ea r)x,y. yeb :=: '3.x3[(x\y)ea\ r^y. yéb 
1 Pi = Elim r» = (éliminer la variable x)\ 

Supposons que dans une déduction : Hp .3' Ths (1) 

l'Hp contienne une variable a?, ou un système de variables, qui ne figure 
pas dans la Ths; le signe H) porte comme indices x et d'autres variables. 
Alors la P (1) est réductible à la forme : 

( S'il y a des a? vérifiant l'Hp ) .3. Ths (2) 

où le signe 3 ne porte plus comme indice x, La transformation de (1) 
en (2) s'appelle « élimination de ce » . Dans la nouvelle Hp la lettre x est 
apparente. Dans plusieurs cas on peut la faire disparaître. 

Ex. dans les Dém. de §> 1-1'2 §Dvr 1-3 §î9-8 §;il-2 §vct3-ll. 

•2 a 0:3 a y^[x\y)ed\ .=. a y3 a oc3[{x\y)£a\ .=. aa 

Soit une relation ou condition entre les variables x, y, que nous représen- 
tons par {x\y)Ba, Alors dans la P « il y a des x tels qu'il y a des y qui véri- 
fient la condition donnée » on peut permuter les deux variables. On peut la 
transformer aussi en « il y a des couples {x\y) qui satisfont à la condition » . 



VIT- y »" 
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•3 a y^xea . (x\y)Bh] .==a;. xea . a ,y3[(a?;y)e&] 

La P « il y a des y qui vérifient le produit logique d'une condition en 
œ et d'une en (a;, y) » signifie « la condition en x est vérifiée, et il y a 
des y qui vérifient la condition en y ». Autrement dit, on peut permuter 
le signe gys avec XBa, 

•4 ^ar^x3\'3,l)^y3[{x\y)ec\\ .=. a6^ y3|aana?5[(a?;j/)£cr]j 
•5 a (a?;.y)3(ir£a . yfift) .=. aa.a& 

« n y a des couples (ac, y) qui vérifient le produit logique d' une con- 
dition en X par une condition en y » signifie « il y a des x qui satisfont 
à la première condition, et des y qui satisfont à la deuxième » . 

•6 a %j3[xEa O^. {x\y)8b] Q: xea O^. aî/e[(a?;i/)£6] 
j -l-'ô F1889 P66, F1894 §18 ... j 

Ces P expriment les principales identités qu'on rencontre entre les vsystèmes 
de variables. Remarquons que la P-6 n*est pas invertible. (Elle a été in- 
vertie quelque fois par erreur. Voir §lim 19, §contll). 

w - ^ 3. a,6£Cls .3 'i a(aw6) .=. aa.w. a& 

t F1895 §3 PIO j } Distrib(a,^) j 
•2 ary) .=. a Cls^ C3[ (M) =b ) Dfp j F1897 P412 j 

-.3 aa .=. -a -c= a^^i Dfp } Padoa F1899 j 
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§6 t = (égal à) 

•0 10)-= y3{y=œ) { = (égal kœ)\ Dft 

'01 ye IX .=. ye{ix) : a^ ix .=. a^ix) : 0= tx .=. a=(w:) Df 

Dans quelques cas il est utile de décomposer le signe = (est égal à), 
dans le signe s (est), et dans un nouveau signe i (égal à). Ce signe t est 
rinitiale du mot ïoog. En conséquence tx désigne la classe formée par Tobjet 
X, et IX \j ty la classe composée des objets x et y, 

'IX signifie « différent de ac » . 

Ex. Np -«2 D 2N+1 

< tout nombre premier différent de 2 est impair ». Opérons par xe (§1 4*1), 
par Distrib(e,n) (§1 6-1), et Comm(£,-) (§-1-5). Elle devient: 

xs Np . x-=2 .D. xe 2N+1 
Transposons : xs Np .3' 5C=2 .*j. xe 2N+1 . 

Ex.: §+8-3-6 §R311-2 37 41 §|^ 35 §Np3-21 972 §Ql-3 2-0-2. 

Les idée« x et tx sont différentes; si on les confond, par les P'1-2 on 
arrive à confondre les trois relations e, ^, 3" 

•1 y£ ex .=. y=X [ = PO ] 

•2 afiCls .3- ^^^ •=• ^ 3^ I^ft> 

[ §1 PlO-5 .3: ofi Cls . sc^a . ye «as .3. yea (1) 

(1) . Export 0«'' ^ Ois . acfia .3: y s tx .3y . yea (2) 

(2) . Oper ys .3: «e Cls . xsa .3. ix 3a (3) 

§1 PlO-1 .3. x£ tx (4) 

(4) .3: as Cls . tx 30 O- 2ce «a; . tx 3« O- sc^a (5) 

(3)(5)3P] 
La P*2 exprime la P singulière xsa sous la forme d'une P universelle, 
contenant le signe t. 

•3 ix:=zty .=. ir=y [ tx^ty .=. txZ^ ty . «y3rx .=. xety ] 

•-* 06 Cls .3*- ^3^= ^ •=• ^^^ • y^^ «IDi/ • y=^ 

y\ - -6 ae Cls .3 -^ = ^^(^ ^ci =y\) Df^) 

[ -a = X3{x€ -a) = a:?(ix 3 -a) = a?3(<5c rvz = A) ) 
Cette P exprime la négation au moyen des idées /\ et t, définies par les 
seules idées du §1. Nous pouvons déduire une des P fondamentales du - : 

'61 P'6 3 §-P2-4 

[ a fie Cls . 03& .3' a ^ «as 3 6 n «03 

» » » (&nw?=/\) 3 {af\tx^/\) 

» » » sc?( » )'Dxe{ » ) .3. -6 3 -a ] 

a '7 ae Cls .3 ^^^ •=• 3 ^^^ I^fp [ P'6 DP 1 

•8 ata? [ £Cfi«a;.§aM .3- P ] î 'O-l-S'? F1895 p.ll6. 

•5-6 F1897 P423, 425. '3'A'S Padoa RdM. t.6p.ll7 \ 
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§7 7 = ae) 

a 4 oeCls . aa : œ^yea .'^so.y. œ=y :3: 

•0 z=7a .=. a=iz Df? jri897 P430-5J 

•Oi fefiCis .3'* ^^ £& •=• ^ï^= ^ Ox' ^^^ •=• 

a X3{a=z tx , xsh) :=: a a^6 :=: a^ Dfp 
•1 ?a6a '\\ c(7a)=za '12 ?(ea;)=a? 

Ex. §- 11 §1' 11 
y\ -2 y\=? Clsna?3[a8Cls .3a- ^^ID^l I^ft> 

y\ - -3 y\=?ir3[a£Cls .3«- a-«==i3c] Dfp 

Soit a une classe qui contient un seul individu a?. Cela arrive lorsqu'il y a 
des rt, et si deux individus de la classe a sont nécessairement égaux. Dans 
ce cas ;a ( ou Ta des travaux précédents ), qu'on peut lire " le a ", indique 
l'individu x qui forme la classe a, 

Ex. §— 10 : rt,6eN . b>a rj. h— a = ; Nnac?(a+x =b) 

« Soient a et 6 des nombres, et soit 6>a. Par b — a on indique le nombre 
qu'il faut ajouter à a pour avoir b ». 

La Df; a été transformée par Padoa RdM. t.6 p.ll7, et dans F1899. On 
n'a pas réussi à donner une Df du signe isolé ia, mais seulement de 
l'égalité zzsim. La P-01 exprime la P m sb sous d'autres formes, où ne 
figure plus le signe ; ; puisque toute P contenant le signe ia est réduc- 
tible à la forme m sb, où b est une Cls, on pourra éliminer le signe ; dans 
toute P. 

La P12 dit que i représente l'opération inverse de i. Elle a le caractère 
d'une Dfp car le signe i figure dans le premier membre, et non dans le 
second. Mais le premier membre est plus compliqué que le second ; on 
écrit le signe i en avant d'une expression réductible, mais non réduite à 
la forme tx. 

Voir d'autres remarques dans F1897 p. 50. 

Ex. §/ 10 50 70 120 220 250 32'2-3"6-7-9 §mod 1-1 §max 10 §E 10 
§l'l-0 §LogO §liml-0 §S10 §8in30 §vct 31-2-3. 
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§8 î = (avec) 

afi,Cyd£C\a .3 -0 aib = (x;y)3{x£a . yeb) Df JF1899} 

•01 (x;y) £ (aib) .=. x£a . yeft Dfp » 

•02 a!&îc = (a!&)!c = (x;y',z)3(x£a . jy^ft . Z£c) Df » 

ai6, qu'on peut lire •a avec 6», désigne Tensemble des couples formés 
par un objet de la classe a avec un objet de la classe b (tandis que afi 
désjgne le couple dont les deux éléments sont les classes a et b), 

Ex. §Num -46 : NumN = Num(NiN) 

« les nombres naturels sont aussi nombreux que leurs couples » . 

§lim 19-1-2-6 §/lM §Dtrm. 

M (aib) 3 (cid) .=. ay . b';jd 

M i (aib) := {cid) .=. a=c . 6=6^ 

M 2 (aib) = (cid) .=. (a;6) = {c;d) 

•i 3 (cun) i (b^ = {aib) ^ (cid) 

•2 {a^y.b = {aibM&.b) . a!(6od) = (a!&M«:d) iDistrib(i ,^)j 

•2 i (a^)i(bsjd) = {aib) w {cib) w (aid) w (cid) 
a -3 a(ai6) .=. aa . a6 
« ? '4 (mî î ey) = i(x;y) . a?;y = i{tx i ty) 
'41 ^ î ^y = ^^ U< .=. x;y = z\t 
{•1--41 Padoa RdM. t.6 p.l20, a.l900 | 
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§10 f j = (fonction) 

41 1. a,b,c£C]a .^z. 
•0 ue ajb .=: xea O»* ^^ ^^ ^ 

'01 w£ 6fa .=: œea .^^. t^o? £6 Df 

Note sur les fonctions. 

On peut prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe j. 

Ces signes permettent de représenter par les symboles idéographiques les 
idées de « fonction, correspondance, opération » etc. 

P'O « Soient a et 5 des classes. Nous dirons que u est un aj&, lorsque, 
le signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un 6 » 
(P-01) « et que u est un Ma, lorsque le signe u écrit en- avant d'un a 
produit un ô ». 

Dans les traités d'Analyse on dit que a est la classe des valeurs de la 
« variable indépendante », et la classe b contient les valeurs de la fonction. 

P. ex. soit X un N; x\ (factorielle de x) est un N ; donc I « NjN. C'est le 
seul exemple de fonction j répandu en Analyse. 

Les expressions +a, —a, /a, ont les significations « ajouter a », « retran- 
cher a », «diviser par a», et l'on a les P§+9'4, §—1-3, §/ l'3. Ainsi 
se présentent naturellement les nombres négatifs et les fractionnaires. 

Dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction précède, en 
général, la variable. 

Ex : mod sgn E fi Chf nt dt ^ log sin cos B . 

Ici les valeurs de la variable et de la fonction sont des nombres de diffé- 
rentes espèces : N , n , R , Q , q , q'. 

Les signes de fonction Num, max, min, Dvr, mit, 1', 1, , précèdent des 
classes de nombres ; la valeur de la fonction est un nombre, en général. 

Les signes Med X à font correspondre des classes de nombres à d'autres 
classes. 

Une fonction de deux variables est quelquefois représentée par un signe 
écrit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, C, mp. 

Dans d'autres cas on place le signe de fonction entre les deux variables; 
ex. a+6, a— ô, aXb, ajb, af^ ; ici a, ô, et la valeur de la fonction sont 
des nombres. Pans a-"b, a^b, arb, asJby la valeur de la fonction est une 
Cls. Ont la même forme les « relations » a=&, cTy), aëby a^b ; les signes 
de relation sont des signes de fonction, dont la valeur est une proposition. 

Quelquefois on écrit la variable comme indice à la fonction ; nous 
conviendrons que u^ Wj ... ne diffèrent, que par la forme, de ul w2 ... 

Plusieurs A. ont aujourd'hui l' habitude d'enfermer la variable entre ( "i ; 
mais dans la formule u(x) les ( ) n'ont pas la valeur expliquée par §1 PI -2, 

F.vaoi ' 3 



34 



car une lettre seule ne doit pas être enfermée. Elles ne sont pas nécessaires, 
puisqu'on écrit \ogx et non \og(x\ f{x-\-h) et non f[{x-\-h)) ; elles ne se 
trouvent pas dans Lagrange, Abel, ... Dans le langage ordinaire la va- 
riable est mise au génitif; c'est cela qu'on veut indiquer par les (); Eu- 
1er PetrNC. a.l768 t.l3 p.63, Legendre a.l797 p.l35, ... écrivent f:x, f:{x+h), 
où les (:) correspondent à « de » . Nous supposons le mot « de » incorporé 
dans le signe de fonction; ainsi « log >, signifie « le logarithme de >. 

Les signes f et ; se présentent nécessairement lorsqu'on indique par une 
lettre un signe de fonction ; c'est-à-dire lorsqu'on considère une expression 
dont la valeur dépend de la nature d'une fonction, comme 2 H lim Dtrm D S. 
P. ex: 2if,u\ où Mf Cls, et feqfu, c'est-à-dire / est une fonction numé- 
rique définie dans la classe u, indique la somme des valeurs de f, lorsque 
la variable varie dans la classe u. 

Pour quelques formes de la classe u la fonction / dans l'usage commun 
a des noms particuliers : 

nfN .3. qfl-"n = ( succession de n quantités ) 

qtl^l--?i i l-'-?i) = (fonction numérique de deux variables qui prennent 
les valeurs de 1 à /i) = (lettre qui, mimie de deux indices variables 
de 1 à n représente une quantité) = (matrice d'un déterminant 
d'ordre n. 
qfN = (série, ou suite, de quantités) §Lm §lim. 
q f(NiN) = ( série double ) §lim P19. 

q{(f^b = ( fonction réelle définie dans l'intervalle de a à 6 ) §cont P2. 
On pourrait convenir d'écrire toujours le signe de fonction en avant de 
la variable (f), ou toujours après (j) ; nous écrirons les P' sous une^seule 
des deux formes ; mais nous conservons tous deux les signes f et j. 

•i u£ a}b , Xjysa . œ==f/ .^. xu = yu 

[ §1 PlO-l .3. xs Z3{zu = xu) . Hp .3. y£ Z3{ra = xu) .3. Ths ] 
•2 US a}b . c'^a 3- ^^ Q^ l Hp . xsc .3. xsa .3. xu sb :3. P ] 
•3 US a}b . b'^c .3 ^^ ^J^ 

[ Hp .3: xea .3. xusb .3. xuec :3- Ths ] 

^ 2. a,&,C,d£Cls .3-. 
•0 u£ ajb . ve b}C . xsa .3- oiK'^v) = {xu)v = xuv Df 

•01 tisMa . vs cfb . xsa .3- (^^)^ = v{iix) = vux Df 

•i us a}b . vs b}C .3- ^^^ ^ ^J^ 
•2 us ajb . vs b}C . vos C}d . 09su .3 (oou)(vw) = (xuv)u) , 

L'opération vu, définie par la P-01 est dite « le produit des opérations u 
et î? ». Dans le calcul différentiel on l'appelle « fonction de fonction ». Si 
w et t; sont des mouvements, et en général des pntfpnt, vu est dit le 
mouvement composé. L'expression vux est associative. 

{ 1-0--3, 2-0--2 F1895 p.6 j 
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§11 I = (inverse) 

M afieCls .ueMa .^. {icœ)\x =u Df| 

•2 US a}b O- (I^X^^) = w Df j F1898 } 

Le signe | est un signe d'inversion; on peut aussi le lire « par rapport à » . 

Soit u un signe de fonction f ; ux est une expression contenant x. Réci- 
proquement soit A une expression contenant la lettre variable x; par A\Xf 
qu'on peut lire « l'expression A considérée comme fonction de a? », nous 
indiquons le signe de fonction u qui, écrit en avant de a?, produit la formule 
donnée A, 

Si l'expression il a la forme ttx^ on déduit la P*l. Mais on écrit le signe 
X après une expression, dans le but de la réduire à la forme tcx. 

£x : a» / n! |n représente le signe de fonction qui pour la valeur n de la 
variable a la valeur an j ni , Donc 2(an / ni \n, No) = (somme de la série 
qu'on obtient de a» /w! en donnant à n les valeurs 0,1,2... (§e 2-2). 

Le signe | désigne la variable dans les opérations 2, II, lim, D, S. 

P*2. « Soit A une formule contenant la lettre variable x; i\x)A désigne le 
signe de fonction qui écrit après x produit l'expression donnée A ». 

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si A est une formule 
contenant la lettre variable a?, y\xA indique « la valeur que prend la fonction 
\xAy pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule A^ 
lorsque l'on remplace x par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ... 
par un autre couple ou terne. Ex.: §+Pll §x2-l--5. 

Dans les formules ux\x \x{xu) {y\x){xu), la lettre x est apparente. 



§12 ' ' = (quelque^ 

a f ^ 1. a,6,c,6teCls . ub Ma .3 
•0 u^a = i/3[^af>a!3{iuv=y)] Df 

•01 ye u^a •^. a cc3{x£a . itx =y) [ =p-o] 

•02 œsa . y= uœ .3. ye u^a 

On peut lire la formule u^a par « u des a » ou « u de quelque a » ; on 
doit la considérer comme décomposée en {u^)a, La P'02 dit que la relation 
ytu^a résulte de l'élimination de x dans le système xsa.ux^^y. 

Ex: §Med 3 §Lm §liml-5 §cont21 §D4-4 §S30 ... 

Dans plusieurs cas le signe ' est sous-entendu par des conventions 
exprimées dans la suite: §4- 71--2, §—2-1, §X 30, §/2-l ... 

On ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas. 
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P. ex. Num ' Cls signifie « les valeurs de Texpression Numt^, ou u est 
une classe quelconque »; il représente Tensemble du nombre 0, des nom- 
bres finis, et des différents nombres infinis. Num Cls signifie « le nombre 
des classes », qui est Tinfini le plus grand. 

M œsa .^. icœ e u^a M i u'a ^6 

•2 c'^a .3 U'C 3 U^a Ex. §Lm 1-4 Dm 

[ Hp .3. cr>x3(ux=y)'!Dafsx3(tix=y) . Oper a . Opery? .3. P ] 
•2i c^a.âT^a r^. u\c^)'^u^c^u^d [P-2DP] 



3 a (u^a)^ 


=. a 0^ X3(UX ec) Ex. §Lm Pl-1 Dm 


[ Df* O: 


a(u*a>v; .=. ^cf>y3[^ar\X3{ux=y) 


§a 2-4 .D: 


» a OA »?[ a or^ y3(y:=ux)] 


Dît .D: 


» » {^Cf>lUX) 


%t -7 .D: 


» » (uxsc) ] 



•31 u^a ^c .=: a?€a 3;e' ^^^c [ (-c | c)P'3 D P ] 

y -5 c^a . rf^a .3 uXojd) = u^C\jU^d \ Distrib('u) } 

[ Df* .3 u'{ojd) = y3^[((\jd)f>X3{ux=y)] 
Distrib(«,vi^) .3. » y? ^[c X3(uxz=y) \j d X9(uœz^y)] 

Distrib(a,Vi') O- » l/3[ [a c a53(i«c=y)] v^^ [a ^ a55(t*x=y)] ] 

Distrib(3, w) .3» » y^I 3 c X3{ux=y) ]yjy3['3^d X3(ux=:y) ] 

Df* .3. » u'csju'd ] 

•6 irea .3. u^cx = iux 

\ -o-î-âi-S F1889 p.xv; -i-il-e Padoa F1899 { 

« 2. 

•0 a,&£ Cls . u£ a}b .^. a' w = y3^ar^ X3(xu =y) Df 

• i ft£ Cls . 3 . Cls'Â = y3 a Cls ^3(a;A =j/) = Cls^ y^iy^^k) Dfp 

On peut lire a'u par «des a le w». 

En conséquence Cls'A: signifie « Tensemble des valeurs de l'expression a?/c, 
ou œir>Ar, où x CvSt une classe» c'est-à-dire, par la §a Pl'4, «Classe de fc» 
Ainsi Cls'N signifie « classe de nombres » . Ex. §max §Dvr §1' ... 
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§13 sim rcp idem 

a^byCS Cls .|3- 
•0 us (&fa)sini .=: ue Ma : x^yea .ux=zuy O^^y- ^^^^=1/ ^^ 
•1 ue (6fa)sim . c'^a .^. us (6fc)sim 
•2 » . b^^c .^. us (cfa)sim 

•3 » . ir,j/£a .[3* ^!^^=y •=• ^^ = ^y 

•4 » . t?fi (cf6)sim .^. fi^ £ (cfa)8im 

Le signe < sim » signifie « correspondance semblable (similis) » . 
Ex.: §+9-2-5, §:r31. 

•5 us (6fa)rcp .=. iis (6fa)sim . 6^ u^a Df 

•6 us (6fa)rcp . vs (cf&)rcp .3 ^^^ ^ (da)rcp 
•7 us{bfa)sim .^. i^e (z^'af a)rcp 

I -O-'T F1895 p.116, F1897 P521 j 
Le signe « rcp » signifie « correspondance réciproque ». 
Ex. §NumP-0 : a,bs Cls .D: Numa = Num6 .=. a (6fa)rcp 

§-5:P1-3 §limP18-2-3 ... 
On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe j. 

•8 idemir=ir Df j F1899 } 

idem s aia . idem £ (afa)sim . idem £ (afa)rcp . idem'a =a 
«idem» représente l'identité; telles sont les opérations arithmétiques 

+0, —0, Xl, /l, 1^1, *\|, ... Dans la théorie des Substitutions Tidentité est 

indiquée simplement par 1. Ex. §^P21'4, §cre8 -11. 



* §14 Variab F Funct 

•1 UjVsC\9>.fsvfu .œsu .^. (f\u)x=ifx Df 

•2 .-. r), Ya.Ymh{f]u) = u Df 

•3 .3 vFii =g3\'3. vhi f^f3[g = (f;u)]\ Df 

'4 Funct = g3^ {u;v)3[UyVS Cls . gs vFu] Df 

•5 f,gs Funct 7): 

f=zg .=: Variab/'= Variabgr : œs Variab/" .3» /^ = g<^ Df 
•6 u,vs Cls .3 ^^^ D ^f^ [ P'i • §f Pl-01 .D. P ] 

•7 w£Cls.a?£w 3. [?(«aFw)]aJ =a j -l--? F1899 } 
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Soient u et v des Cls; et fsvfu. Si Ton donne Topération f, la classe 
dans laquelle Topération est définie n'est pas déterminée-, car si l'opération 
est définie dans la classe u^ elle est aussi définie dans toute classe contenue 
dans Uf par la §f P'2, et il y a toujours la possibilité de la définir dans toute 
classe différente. P. ex. l'opération «mod» dans §modP'0 est définie sur 
les nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po- 
sitifs, et dans ce cas coïncide avec l'identité ; ensuite la même opération 
est définie sur les nombres complexes d'ordre quelconque, sur les substi- 
tutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de l'employer dans 
des nouveaux cas, présentant quelque analogie, et jamais de contradiction, 
avec les anciens. 

Dans quelques cas il faut considérer en même temps une opération f et 
une classe u dans laquelle cette opération est définie; c'est à dire le couple 
(/•w). On rencontre ce couple dans les formules 2(f,u), II(f,u)f qui repré- 
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction /*, lorsque la 
variable prend toutes les valeurs dans la classe u, et dans S(/*,u), qui re- 
présente l'intégrale de f, étendue au domaine u de variabilité. 

P-1. A l'expression (f,u)a>, où. u est une classe, f une opération sur les 
u, et X un u, nous donnons la signification fœ. 

P'2. Par variabilité de (f,u) nous entendons la classe u. 

P-3. vFu (v fonction définie des u) indique les couples formés d'une 
vfu et de la classe u, 

P'4. « Funct » indique toutes les expressions de la forme vFu, où u et t? 
sont des classes. 

P-5. Deux Fonctions définies sont égales, lorsqu'elles ont la même varia- 
bilité, et dans cette variabilité produisent des résultats égaux. 

P-6. Toute F est f. Nous parlerons donc des Fonctions sim, rcp, etc. 

Ex : (mod, Q) = (idem, Q) 

« Les fonctions mod et idem, dans la classe Q, coïncident » . 

Ex. §Num -7 §77 3-2 10, §!4-0-2 §Dl-2 §qn 10 42-0 §Dtrm §Subst. 



§15 "^ (inversion) 

afie Cls . u£{b¥à)rcp .3 
•0 u^ = 7 (aF6) ^ V3[vu = (idem, a)] Df 

•1 u^u = (idem, a) '2 œea .3 u^ux =x '3 (w~*)~* =u 
•4 a^byCS Cls . us (&Fa)rcp . ve (cF6)rcp 3* (^~* = '^'^ ^~* 
•6 as Cls . UjVe (aFa)rcp , uv = vu 3- u^v=^v u^ 

•6 » » » » u~^ VT^ = VT^ U~^ 

Il faut considérer l'exposant — 1 comme un signe simple pour indiquer 
l'inversion. Voir F1897 p.61. Cette théorie n'est pas appliquée dans la suite, 
où Ton définira directement sin-i ... 
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SECONDE PARTIE 

ARITHMÉTIQUE 

§20 No + 

^ 1. Idées primitives 

M = « zéro » 

•2 Nq = « nombre (entier, positif ou nul) » 
•3 aeNj .3 ^+ = « 1® nombre qui vient après a », « le suc- 
cessif de a » , « a plus » . 

Peut-on définir le nombre? La réponse dépend de l'ensemble des idées 
qu'on suppose connues. Si l'on présuppose seulement celles représentées 
par les signes de Logique Cls, s, 3, r>, =, du §1, alors la réponse est 
négative. Nous introduisons les idées primitives 0, Nq, +, qui combinées 
avec les signes de logique, nous donnent la définition symbolique de toutes 
les idées d'Arithmétique, d'Algèbre et d'Analyse infinitésimale. 

Le § Num est indépendant de ces idées primitives. Le § vct en contient 
de nouvelles. 

Selon l'école de Pythagore, le premier nombre ('AQi^ti<^ç) est 2. Cette 
signification se conserva pendant le moyen âge. 

L'usage commun est de commencer la numération par 1. Ces nombres 
ont été indiqués par N dans F1889-1895 ; maintenant par N|. 

Il est plus commode de commencer par 0. Le signe N^ , qu'on peut lire 
« nombre » , doit être considéré comme un signe unique, qui représente une 
idée simple, bien qu'il soit typographiquement composé. 

Le signe + représente d'abord l'idée simple de « successif ». Après la 
P3-3 au lieu de a-f nous écrirons a+l, selon l'usage ordinaire. 

Sur l'origine du signe + voir §— note. 

Sur l'analyse des idées fondamentales de l'Arithmétique voir F1889, RdM. 
t.l p.90, F1898. 

^ 2. 

1 = 0+ . 2 = 1+ . 3 = 2+ . 4 = 3+ . 5 = 4+ . 

6 = 5+ . 7 = 6+ . 8 = 7+ . 9 = 8+ . X = 9+ Df 



^ 4 

Note sur les chiffres 

Ces P définissent les chiffres 0, 1, ... 9. Le signe X des Romains pour 
indiquer le nombre « dix » est nécessaire jusqu'aux conventions sur la 
numération (§2'P10)y lesquelles suivent nécessairement la multiplication 
et rélévation à une puissance. 

Sans ces conventions, les nombres qui suivent sont exprimés par 
0+, 0++, 0+ + + ,etc. 

Si Ton remplace les -|- par des barres, et si on sous-entend le 0, ils seront 
indiq es par 

I II m 
par la répétition d'un môme signe ou comme réunion des unités. 

C'est la notation primitive des nombres, qui date des temps les plus reculés, 
et est encore en usage dans des cas spéciaux, comme la taille de la boulangère, 
les jeux de dès, de dominos, de cartes, la cloche qui sonne les heures. 

Dans les hiéroglyphes des anciens Egyptiens, les nombres 1, 2, ... 9 sont 
figurés par 1, 2,.,. 9 barres. Puis il y a le signe Ç\ pour représenter 10, 
et des signes pour représenter 100, 1000, etc. 

Dans les écritures hiératiques et démotiques (a. —2000), déformations 
do l'écriture hiéroglyphique, les scribes ont réuni ces barres, et ont formé 
des signes simples, ou chiffres, pour représenter les nombres de 1 à 9; comme 
on voit encore dans nos chiffres 2 et 3, qui proviennent évidemment de 
la réunion de deux (=) ou de trois barres (^). Ces deux chiffres ont, dans 
le calendrier égyptien, presque la même forme que chez nous et chez les 
indiens. Chez les arabes ils résultent de barres verticales, et ont à peu 
près la forme k> et os. 

Les chiffres 4 et 9 se ressemblent encore chez les différents peuples. 

La forme des chiffres 5, 6, 7, 8 a varié beaucoup chez les Egyptiens, les 
Indiens, les Arabes, et chez nous. 

Voir %S PIO et F1898. 

M afiNo O. a+0=a \ 

•2 a,6£N, O. a+(&+) = (a+6)+ ) ""^^ 

•3 aeNo .3. a+1 = a+ [ (o | 6)P-2 .3 P ] 

•4 a,&£No O- «+(&+!) = (a+6)+l [ P-2-3DP ] 

Les P-1-2 définissent la somme par induction. 

« Soit a un Nq ; a+0 signifie a ; et, en supposant connue la somme de 
a avec un nombre &, la somme de a avec le successif de h est, par définition, 
le nombre successif de a+ô » . 

Si dans la P-2 on donne à b successivement les valeurs 0, 1, 2, ..., on a 
a+1 = a+ a+2 = a++ a+3 = a+++ 

En général a+&, qu'il faut imaginer décomposé en a et +6, signifie 
« a suivi de b signes -4~ * ou « le successif d'ordre 6 de a ». 
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^ 4. Propositions primitives 

•0 N, £ Cls Pp -1 OeN^ Pp 

•3 S8 Cls . Oes : xes r^c. a?+ es Q- N, ^ 5 Pp 

j P'3 r= Induct = « loi d' induction » } 

j Pascal a.l654 t.3 p.298 : 
« Premier lemme ... cette proposition se rencontre dans la seconde base... 
Deuxième ... si cette proposition se trouve dans une base quelconque, 
elle se trouvera nécessairement dans la suivante. 
D*où il se voit qu'elle est nécessairement dans toutes les bases. » | 

Les idées primitives sont déterminées par les propositions primitives que 
nous venons d'énoncer et par les P6-2 P8-4, desquelles découlent toutes 
les F de T Arithmétique. 

Dans la lecture des propositions il convient de se rapprocher autant que 
possible du langage ordinaire. On lira les P4 p. ex. comme il suit: 

'0 < No est une classe » -1 « à laquelle appartient » 

'2 « Tout nombre est suivi par un nombre. » 

'3 « Soit 8 une classe; supposons que appartienne à cette classe; et 
que toutes les fois qu'un individu appartient à cette classe, son suivant 
y appartienne aussi; alors tous les nombres appartiennent à cette classe.» 
On appelle *' principe d'induction ,, cette Pp . On peut aussi la lire : « Si une 
proposition est vraie pour le nombre 0, et si, étant vraie pour le nombre «, 
elle est aussi vraie pour le nombre x-f, elle est vraie en général ». Ou 
encore: « Nq est le plus petit système qui satisfasse aux conditions '0*1-2. » 

La PO, non nécessaire selon les conventions de F1889, le devient par les 
conventions actuelles. Voir §1 PI -7 note. 

Une condition a contenant une variable x, ou un système de variables, 
est dite « indépendante » de la condition 5, si 3 d79(&-a), « existent des x 
qui satisfont à la condition h et non à la a ». 

Les Pp sont des conditions entre les objets non définis 0, No +, qu'on 
peut considérer comme des variables ; on peut donc parler de leur indé- 
pendance. 

Si l'on remplace No par Rq (nombre rationnel positif on nul), la condition '3 
n'est pas vérifiée, bien que les précédentes le soient. En efibt il ne suffît pas 
de reconnaître qu'une formule est vraie pour 0, et que étant vraie pour a, elle 
le soit aussi pour a+1, pour conclure qu'elle est vraie pour toutes les valeurs 
rationnelles de la variable. Autrement dit : 
Ro fi Cls : OfiRo : ofi R© O- «+1 « Ro 
mais la proposition : 

sè Cls . Qb8 : xt8 .3? • 2C+1 fi« :D. R» D « 
n'est pas vraie, car on a une absurdité si l'on remplace 8 par Np . 

Donc la P'd est indépendante des précédentes. 
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m 5* 

'1 afisN^ .3 a+b s N, 

[ Hp . 6=0 . Df+ O. Ths (1) 

Hp . a+ôfiNo . Df+ . Pp-2 O- a+{à+l) «No (2) 

(1) . (2) . Induct O. P 1 
« La somme de deux nombres est an nombre déterminé. 
En effet, quel que soit le nombre a, cela est vrai si b=0 par la P3'l ; si 
la somme a+6 est définie pour une valeur de ô, par la P3-2 elle sera 
aussi définie si Ton remplace b par son successif; donc, d'après le principe 
d'induction, la somme est définie en général. » 

'2 afiyCeSo O- a+b+c = ia+b)+c Df 

•3 a,6,ceNo .3 ^+(^+^) = a+b+c { Assoc+ j 

[ Hp . c=0 o. The (1) 

Hp . (a+b)+c=:a+(b+c) . Df+ O- (a+ô)+(c+l) = [{a+b)+c]+l 

= [<^+{b+c)]+l = a+[{b+c)+l] = a+[b+{c+l)] (2) 

(1) . (2) . Induct O. P 1 

•4 asS^ .3 0+a=a 
[ Df+ .3 0+0=0 (1) 

(kNo . 0+a =a . Df+ O. 0+(a+l) = (0+a)+l = a+1 (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•41 asN^ 3. 1+a = a+1 
[ Df+ . P-4 o. 1+0 = 0+1 = 1 (1) 

aB\ . 1+fl = a+1 .3 l+(a+l) = (l+a)+l = (a+l)+l (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•5 afisl^^ 3- ^+^ = ^+^ I Comm+ j 

• [ Hp . 6=0 . P-4 .3. Ths (1) 

a,6£No . a+b = b+a .3. a+(6+l) = (•a+6)+l (2) 

» . P-41 O. (6+a)+l = l+(b+a) 
Associat+ O' » = (l+6)+a 

P-41 .3 » =:(6+l)+a (3) 

(1) . (2) . (3) . Induct 3. P ] 

•6 afi,ce N^ 3 (^+b+C = a+C+& [ A8soc+ . Comm+ 3. P ] 

^ 6. 

•1 a,&€No . a=b 3- ^+1 = &+1 

[ Hp . §1 PlO-1 3. a+1 = a+1 (1) 

» . (1) 3. a£ .T3( rt+1 = x+1 ) (2) 

* . (2) . §1 PIO'5 3. ÔÊ X3{ a+1 = x+1 ) (3) 

* . (3) 3. Ths ] 



-■Ç^yr 
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•2 afis N, . a+1 = 6+1 .3 <i=h Pp 

« Deux nombres suivis par le même nombre sont égaux. » 
Un système périodique, précédé d'une antipériode; comme la suite 
0, 1, 1, 1, ... satisfait à toutes les P précédentes, mais non à la nouvelle Pp. 

•3 a,66Nj ry, a=b .=. a+1 = 6+1 [ Pi . p-2 O- P ] 
•4 afiyCsNo O' ^+c = &+^ •=• ^^^^ ^^- §"" ^^"^ ^°^ 

[ Hp . c=0 .3. Ths (1) 

Hp : a=b .=. a+c=:b+c : F S O: «=& •=. a+(c+l)=&+(c+l) (2) 
(1) . (2) . Induct .D. P ] 

a * ^ 7. UyV^we Cls'N^ . aeN^ .3 
M M+a = aî3[a i^ y3{x = y+a)] = uX+«) Df 

•2 a+w= » » {œ = a+y)] = (a+Yu Df 

•3 w+t? =: ûc^'3.{y;z)3 (y su . <2'£t? . ce =2 y+z)] Df 

•31 u+v ^ (a?+t/) |(a?;î/) ^(wît?) Dfp 

•4 a+î^ = w+a = la+u 

•5 w+i? = v+u "6 w+(t;+to) = (w+t^)+M? = u+v+to 

•7 N,+N, = N, 
Nous définissons ici la somme d'un nombre et d'une classe de nombres, 

et de deux classes. Ex: P8, §— PI, §^ P5, ... 

u- * 8.' 
•1 N4 = N^^+1 { = € nombre positif > j Df 

•2 N,3No [=P4-2] 
•3 N^ = eO g N, 
[ OfirOoN, : aceNo O- ic+l fiN| : Induct O: NoDrOv^Nj (1) 

P4-1 . P8-2 .D. K)uN, D Ng (2) (1) . (2) .3. P ] 

•4 Ofi N, .3 a+1 -czr Pp 

•5 -e N, [ = P-4 ] 

•6 N, = N^hO Dfp [ P-3 . P-5 . §A 5-2 .D. PJ 

•7 0=?(No-NJ Dfp 

'4. « Le nombre qui suit un nombre quelconque n'est jamais 0. » 

Un système périodique, p. ex. les heures astronomiques du jour, où 

r heure qui suit 23 est 0, ne satisfait pas à la '4, bien qu'il satisfasse à 

toutes les autres Pp. 
Ainsi nous avons prouvé l'indépendance ordonnée des Pp; c'est-à-dire 

que non seulement on ne sait pas déduire, mais qu'il est impossible de 

déduire une Pp des précédentes. 
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On peut prouver aussi l'indépendance absolue des Pp. Les exemples 
portés à propos des P4'3, 6*2, 8*4 prouvent qu'elles sont indépendantes 
aussi des Pp suivantes. Ils ont été publiés dans RdM. a.l891 p.91. 

Si en attribuant à et à + la signification commune, Ton donne à Nq 
la signification Ni, sont vérifiées toutes les Pp, exceptée la 4*1. 

Si en conservant à et à + la signification commune, on attribue à No 
la signification « chiffre, ou ensemble des nombres 0, 1, 2,.... 9 », on satis- 
faira à toutes les conditions, à Texception de la 4*2. 

Ces exemples sont dûs à M. Padoa; voir F1899. 

Enfin nions que Nq soit une Cls ; c'est-à-dire par Cls entendons tout en- 
semble, excepté l'ensemble Nq ; mais convenens que ofiN^ signifie « a est 
un nombre » (comme si Nq était une Cls). Alors seront vérifiées toutes les P 
suivantes, mais non la '0. Cet exemple a été indiqué par M. Vacca. 

Ces Pp, dont nous avons vu la nécessité, sont suffisantes pour déduire 
toutes les propriétés des nombres qu'on rencontrera dans la suite. Mais il 
y a une infinité de systèmes qui satisfont à toutes ces Pp. P. ex. elles sont 
toutes vérifiées si l'on remplace N^ et par N, et 1. Tous les systèmes qui 
satisfont aux Pp sont en correspondance réciproque avec les nombres. 
Le nombre, Nq, est ce qu'on obtient par abstraction de tous ces systèmes; 
autrement dit, le nombre, Nq, est le système qui a toutes les propriétés 
énoncées par les P primitives, et celles-là seulement. 

•7. Cette P, due à Padoa F1899, exprime par Nq et N^ = No+ ; elle 
permet de réduire le nombre des idées primitives. Mais alors il faut changer 
le système des Pp ; cette transformatinn a été faite par M. Padoa dans 
ses conférences sur VAlgebra e la Geovietria, quali teorie deduttive, Roma 1900. 

On pourrait même définir le système (0,No,-f-) comme le système satis- 
faisant aux Pp. 

j # 9-1 +eN.jN, [=P4-2] 

•2 +e(N^N,)sim [ = P6-3] 

•3 se Cls . Oes . + e sjs .3 N.^s [ = P4-3] 

•4 6eNo .3 +6eNjN, [= -i] 

•5 » +& e (NjN^sim [ = P6-4] 
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41 10. se Cls • u£ sjs . aes . b,ce^^ .3 
•1 auO=a Df -2 au{b+) = {aub)u Df 

•3 aub es 

[ Hp . 6=0 . PI O- Ths : Hp .aubes , P-2 O. aw(6+) e« : Indnct O. F ) 
•4 (w6)8SJS [=P'3] 

•5 W8 (sjs)Sim .3 (^^) ^ (sjs)Sîm 
[ Hp . 6=0 O- Ths (1) 

Hp . ub £ {sjsySim . x^yes . a;-= y O- aw^ -= y*^ • 
D. {xub)U'=(i/ub)u O. flcw(6+)-=yM(M-) (2) 

Hp . uô e («j5)Sim . (2) O. tt(&+) e («js)Sim (3) 

(1).(3). Induct O. P ] 

•6 v€ s}s :xes .3»* ^^^ = ^^^ O- (û^^^)^ = {(iv)ub 

[ Hp.6=0.P-l p.Thô (1) 

Hp . {aub)v = (a'i;)iAÔ . P-2 O- [att(6+)> = [(aub)u}v = 

[(av)t^]w = (atX64-) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•61 Hp P-6 3- («W6)W = {avc)ub [ Hp . (iAÔ,t;,c)|(t;,M,6) P-6 .3 Ths] 
'62 Hp P-6 3. a[(uv)b] = a{ub){vb) 

[ Hp . 6=0 .3 Ths (1) 

Hp . a[(uvy}] = a(ubXvb) O. a[(wt;)(&-f )] = al{uv)b']uv = 
a{iibXvb)uv = a('ub)u{vb)v = a[i^(6-h)][î^(6-h)] (2) 

(1) . (2) . Induct .3 P ] 

'7 a(iib){uc) = a{uc){ub) [P-6i . vzrw 3. P] 

•8 (aub)iœ = aw(6+c) 

[ Hp . c=0 . P-l 3. Ths (1) 

Hp . (aubyuc = au{b+c) 3- [(aM6)wc]M = [au{b+c)]u (2) 

» 3. (aM6)M(c+) = aw(ô-K-h) (3) 

Hp . (1) . (3) . Induct 3. Ths ] 
Ex. des P précédentes: Pli, §X P2, §r^Pl-0. 
•9 vesfs .'1^. v^a = a[{\xvx)b] Df 

(P-l) « Soit s une classe, n une transformation des « en «; soit a un s, et 
b un nombre; alors par auO on indique a »; (P*2) «et par au{bi-) nous 
entendons ce qu'on obtient en opérant sur aub encore une fois par le 
signe u». 

Si Ton fiait, dans la P'2, 6=0, on obtient aul=au; en faisant &=1 on 
a au2 ^ {au)u, auS = auuu,,.. est ainsi de suite. En conséquence, par in- 
duction, on obtient la signification de aub^ quel que soit le nombre b (P*3). 

La formule aub doit être décomposée, lorsqu'il est nécessaire, en a(ub). 
Soit donc u une opération définie dans la classe s ; quel que soit le nombre 
b on obtient la nouvelle opération ub (P'4), qu'on appelle « l'opération u 
répétée (itérée) b fois >• 
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On déduit: (P'5) c Toute fonction semblable répétée est aussi semblable >. 

(P'6) « Si l'opération u est commutable avec l'opération v, l'opération ub 
est aussi commutable avec v, et (P-61) l'opération ub est commutable avec 
vCy quels que soient les nombres 6 et c ». 

(P'62) « Si les opérations u et v sont commutables entre elles dans la 
classe «, alors l'opération uv répétée b fois est, dans la classe 8^ identique 
à l'opération {ub){vh)». 

Quelques Auteurs appellent « puissance » d'une opération l'opération 
répétée. (P'7) « Deux puissances d'une môme opération sont commutables 
entre elles ». 

(P'9) Si un signe de fonction v, au lieu de suivre la variable, la précède, 
la fonction répétée b fois est indiquée ordinairement par v^ , notation que 
nous suivrons. Dans ce cas Qx)(vx) est le signe de fonction qui, en sui- 
vant la variable a, donne pour résultat va, 

Ex.: §q P841-2 §DP6-4 §e P31 §Subst P2-5. 

On rencontre les puissances des fonctions dans Babbage, LondonT. 
a.l815 p.390. 

^ 11. (N,,+)|(S,W)P10-1 -2 -3 -4 -5 -7 -8 .3 

P3l -2 5l 9-4 -5 5-6 -3 

Des PIO par une substitution on déduit les P sur la somme. 

On peut continuer la lecture en passant au §> qui suit, ou au § — , ou 
au §X) ou au §"* 2", car chacun de ces signes est défini par le signe +• 
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§21 ^ > 

+ «16 1. a,6,c,d£N, O: 
•0 V^a .=. a^h .=. te a+N, Df ^ 

Les signes > et < ont la forme ff et § dans Girard, a.l629 fol.B; la 
forme \ZI H\ dans Oughtred a.l631, qui a aussi introduit des signes cor- 
respondants à ^ ^ (Clavis Math. Londini a.l648p.l66) ; et la forme actuelle 
dansHarriot a.l631 p.lO. 
Nous considérons ici le signe ^ comme un signe simple. Voir PS-4. 

•01 aJ^O -02 a^a '03 a5» . V^a .=. az=zb 
•0* aJ^y^ .=. a^h . lf>c Df 

[ x,ys\ . c= 6+y . b= a+x -D. c= a-\oc-\'y =r a+(a;+.v) O- <^« (1) 
(1) . Elim(x;t/) .D. P ] 

•2 b^a .=.b+c^a+c 

[ cceNo . 6= a+ac O- b+c = a+ac+c = a+c+cc O- ^+<^ a-K (1) 

xfiNo . 6+c = a+c+ac . §-|- P6-4 .3. 6= a+œ O- b^a (2) 

(1).(2) . Elim ac .3. P 1 

•3 &^a . d^€ .3 ^+^ ^ ^+^ 

[ Hp . P-2 .3.. b-Hi 5 a-M . a+d 5 a+c . PI O- Ths ] 

^ 2. apyCjdëS^ ry. 

•0 6>a .=. a<6 .=. be a+N, Df > 

•i--3 = O I 5S)Pl-4--3 

•4 b^a .=. 6>>a .w. &=a Dfîp 

[ DfS . §+ P8-3 . Df< O: b^a .=. bs a+No .=. &£ a+(«0u N^) .=. 
&e «au(a+Nj) .=. bsia .w. 6e a+N^ .=. 6=a .w. 6>a ] 

•5 a=6 .w. a<6 .y. a>& 

[ ««No . h=^ . PI -01 O. P (1) 

a,6fNo . 0=6 O. a< &+1 (2) 

. a<b O- * (3) 

» . ceNi . a=H-c O- a^ô+l (4) 

» .a>5.(4) .D. a55&+l (5) 

» . a=6 y a<& u a>6 . (2)(3)(5) -D. 

a<(6+l) u a=:(&-hl) w a>(6+l) (6) 
(1) . (6) . Induct O. P ] 

•6 *(a>a) -7 6>a.=. -(î^a) Dfp 

Les Df de max et min contiennent les seuls signes précédents. 
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§22 - 

+ 1. aéS^ . 68 a+N, Q: 
•0 &— a = ?pf, ^ a»(a?+a =6)] Df 

•1 b^aeN^ -2 (6— a)+a = 6 

[ Hp O. a No n X3(&= x+«) (1) 

Hp . aî,yeNo . 6= x+a . 6= y+a . §+ P6-4 .3 x=y (2) 

(1) . (2). §jP-1 O. 6— a e N^ n a;3(x4-a = 6) O- Ths ] 

.3 -a £ (a+No)jNo [= P-i] 

•4 a— =a -41 a— a =0 

2-1 se Cls' No .3 +s = +'s. —s = — 's Df 

•2 a,&eNo .3 ^+i+b) = a+b Df 

•3 béNo . ^fi 6+No .3 a+(— 6) = a— 6 Bf 

•4 afiNo .3 ^= +^ ^^ 

Note sur les nombres positifs et négatifs. 

Les hiéroglyphes adoptés par A h m es, a.— 2000 pour représenter les signes 
+ et — sont les jambes d*un homme qui va, ou qui vient (table XI N.28). 

Le signe + dans Diophante est sous-entendu. Le signe — a la forme A. 

Ces signes ont la forme p" et m", abréviations des mots « plus » et « minus » 
dans Chuquet a.l484 et dans Paciuoli a. 1494; et la forme actuelle, qu'on 
croit une déformation de la précédente, chez Grammateus a. 1521 ; voir M. 
Cantor t.2 p.39. 

(Dans Widmann a.l489 le signe + a une signification différente). 

Pl-0 « Soit a un nombre, et 5 un nombre supérieur ou égal à a. On 
indique par 6— a le nombre x qui satisfait à Téquation x-fa = 6 » . 

^Qf>x3{x-\-azsb) est une classe; en écrivant en avant de cette classe le 
signe I on obtient Tindlvidu qui la constitue. 

PI. cDans les Hp. énoncées, &■— a est un nombre déterminé » . 

P-3. « Soit a un nombre ; alors —a est une opération qui, appliquée à 
un nombre non inférieur à a produit un nombre ». 

Elle n'est qu'une forme différente de la P'I. On peut la comparer h la 
§-|- P9'4, laquelle dit que H-a, c'est à dire V opération -f répétée a fois, est 
un NoJ No. 

Les signes 4-o — « +No —No 

correspondent, à peu près, aux mots 

€ ajouter a» «retranchera» «nombre positif» « nombre négatif»; 
ils représentent des opérations } . 
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Cette façon de considérer les nombres positifs et les négatifs se rencontre 
plus ou moins clairement dans plusieurs A.: 

MacLaurin a.l748 p. 6: 
€ a Quantity that is to be added is called a Positive Quantity; and a Quan- 
tity to be subtracted is said to be Négative. » 

Cauchy, a.l821, p.333: 

€ ... on acquiert l'idée de quantité (positive ou négative) lorsque l'on con- 
sidère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'ac- 
croissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de même espèce. 
Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres précédés du signe +, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 

signe — Enfin, l'on est convenu de ranger les nombres absolus qui ne 

sont précédés d'aucun signe dans la classe des quantités positives.» 

La Df P2-1 donne aux signes +No et —No les valeurs « plus quelque Nq » 
et € moins quelque No». 

Une lettre isolée peut indiquer un nombre positif ou un nombre négatif. 

Si l'on pose a:^2, 6=+5, on aura, sans convention nouvelle, o6 = 2-|-5; la 
P2-2 dit que nous convenons, selon l'usage commun, de représenter par a-|-ô 
cette somme. De même pour la P*3. 

La P2-4 exprime la convention de représenter par le même signe deux 
objets différents, un nombre absolu et un nombre positif. On pourrait évi- 
demment supprimer ces définitions '2-'4; mais on aura des tormules diffé- 
rentes des ordinaires. 

n 

No + - «If 3-0 n = +N,w-N, Df 

•1 No^n [PO. P2-4.D. P] 

« n > , qu'on lit « nombre relatif, ou qualifié » , indique l'ensemble des 

nombres positifs et des négatifs. 

•2 œ,yen r).-. 

x=iy .=: weNj, . w+a?, u-^y eN^ . ^w . u-^x = u+y Df 

« Deux nombres relatifs x et y sont égaux, par définition, lorsque 
pour tout nombre positif u, on a u+x = w+y, pourvu que ces opérations 
soient possibles en nombres positifs ». 

•3 ' a,6fiNç .3 +^ =^ +& •=. — ^ = — 6 .=. a=b : 
+a = —6 .=. 0=0 . 6=0 

^ 4-0 œ,ysn Q. 

x+y = ? ni^ z^usN^ . ii+Xy u+x+y sN^ .'^u. u+x+y = ii+z] Df 

tOn appelle somme £C-f-y de deux n, un nombre relatif z tel que, 

en effectuant ^ur un nombre positif u l'opération -{-x, puis l'opération +y, 

pourvu qu'elles soient possibles, on obtienne pour dernier résultat w-fz. » 

F, 1901 4 
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•01 a,6£No .3 
+a+b = +{a+b) , — a— & = — (a+ft) . +a— 6 = +(a— &) =r 
-.(&— a) . — a+& = —(a— 6) = +(6— a) 

{ Brahmagupta, Version de Rodet, Journal Asiatique^ a.l878 p.24: 

« § 19. La somino do deux biens est un bien; celle de deux dettes une 
dette; d'un bien et d'une dette, leur différence, ou, si elles sont égales, 
zéro. La somme de zéro et d'une dette est une dette; d'un bien et de 
zéro est un bien; de deux zéros est zéro. 

§ 20-21. Règle pour la soustraction.... 
Dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette. ... 

Si l'on doit retrancher un bien d'une dette ou une dette d'un bien, on 
en fait la somme. >| 

aybfCen .3 '^ ^+^ ^^ 

't a+b = b+a -3 a+{b+c) = {a+b)+c = a+b+c 
•4 a+c=&+c .^. a=b •» a+0 = a 

5-0 xsn .T). --x = 7 n^y3{x+f/=0) Df 

•Oi aeNo .3. — (+a)= —a . —(—a) = +a 

a,6en .3 '^ —a en -2 ^{--a)=a -3 — (a+&) = — a— 6 
•4 a-&z=a+(~&) Df 

•5 a=b .=. ^a=-'b .=. a— 6 = 
•6 œen . a+œ =b .=. x=z b^a 
•7 a+& =0 . a—b =0 .=. a=0 . 6=0 

^ 6-0 w,?^M? £ Cls'n . afin Q. §+P7 . §--P2-i 
'\ a+n = n . n+n = n . — n = n 

•2 n = N, — No = Ni— N, = n— n 

> ^ 70 x.yexi .3 x>y .=. y<x .=. xe y+N, Df 

•01 a,&£N, .3 +^>+6.=. ^*>6 : +a>— 6 : — a>— & .=. a<6 
a,b,c,dsn .3 -J-'ô = §> P2-1--7 

•7 (C>b .=: ortNj . x+a, x+b cN^ .3» • x+a'^x+b Dfp 

•8 a>6 .=. — a<— & .=. a— &>0 

•9 a>& . (?<rf .3 ^— <^ > b—d : a<6 . <?>rf 3- ^~^ < ^~<^ 

Les Df do « mod » et de « sign » sont exprimées par les seuls signes 
précédents. 
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§23 X 

+ ^ 1. afiyCydeif^ r). -0 axO =0 

•01 ax{b+l) = (axb)+aj 
•02 ab = axb . axbxc={axb)xc 

axb+e=iaxb)+c . a+bxc=a+{bxc) Df 

On rencontre le si^e X dans Ougbtred, Clavis mathematica^ a.l631. 
Les PO-01 sont des Df par induction. On peut les remplacer par P2*0, 
ou par §2'P3-4. 

•1 axb e N, 

[ ofiNo.DfX O. «XOeNo (1) 

afie No . axb e No . Dfx . §+ P51 O- aX{b+l) £ No (2) 
(1) . (2) . Induct O- P ] 

•2 Oxa =0 

[ Dfx O. 0X0 =0 (1) 

oéNo . OXa = . Dfx O- OX(a+l) = OXa+O = (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•21 lxa=a 

[ Dfx .3 1X0 = (1) 

ofiNo . IXa = a O- lX(a+l) = lXa+1 = a+1 (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•3 a{b+c) = ab+ac *j Distrib(x,+) j 

[ a,6,cf No . c=0 O. a{b-\-c) = oô-hac (1) 

a,6,c€No . a(b+l) = ab-\-ac . Assoc+ . DfX O- a[b+(c+l)] = 
a{{b-\-c)+l] = a(b-i-c)+a = ab-\-ac+a = a6+a(c+l) (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•34 {a+b)c = ac + bc \ Euclides vu P5 } 

[ Hp . c=0 o. Ths (1) 

a,&,c£No . (a+b)c = ac-f6o . Df X Ov (a-{-b\c+\) = a(+6)c-Ka+6) = 
ac-h&c+a+ô = (ac+a)-Kôc+&) = a(c+l)+6(c+l) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•32 (a+bXc+d) = àb+ad+bc+bd [ p-3 . P-31 o. P] 

'A (ib = ba { Commx } 

I Euclides VII P16 : "Earœaav ôvo àgi^^oî ol A, B, 
xal ô /âèv a jàv B nolXojtXaaidaaç ràv F noielxœ, 
ôdkBxàvA » J » • 

Xiytû, ihi ïaoç èatïv 6 Fx^ A. \ 
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[ a«No . P-0-2 O. aXO = Oxa (1) 

afis^o , ab=:ha . Df X O- a(&+l) = cib-\-a = 6a+a 

P-21 . P-31 O- » = &a+l« = (6+l)« (2) 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

•5 (ax6)Xc = ax{bxc) j AssocX t 

[ Hp . 0=0 o. Ths (1) 

a.byCsNo . (ab)c=za(bc) . DfX • Distrib(X,+) O- 
{ab){c+l) = (aô)c+a6 = a(bc)-\^ = a(bc+b) = a[6(c+l)] (2) 
(1) . (2) . Induct O. P ) 

'6 ab=0 .=. a=0 .w. 6=0 '7 ac=bc . c^=0 .3 ^=^ 

J + * 2-0 a,6eNo .3 ax6 = 0[(+a)&] Dfp [ = Piooi] 
« aXb est ce qu*on obtient en effectuant sur Topération -fa, b fois >. 
•1 (No, +a, 0) IGs t*, a)§+ PlO-3 .3 PM 
•2 (X01 -H, O)10v, u, a) §+ PlO-8 O. Pl-3 
•3 (No, +a, +&, 0, c)!(,s, w, V, a, 6)§+ PlO-62 O. Pl-31 

•4 se Cls . i^£ sjs . xes r^. cc\(ua)b] = a^u{axb)] 

[ Hp . 6=0 o. Ths (1) 

Hp . xl{ua)b] = x[u(aXb)] O- îc[(wa)(6+l)] = 5c[(î*a)6]î«a = 
[u{aXb)]ua = xu{aXb^-a) = XM[aX(6+l)] (2) 

. (1) . (2) . Induct O. P ] 

•5 (No, +a, 0)|(s,i/,ac) P-4 O- Pl-5 

^ 3. w,t7,M>£ Cls'No . a,&£No O: 

•0 MXa = wXXa) . {axv) = {axyv . wXî; = (X|+)§+P7-3 Df 

•01 ai« = 2/ya = (fca)w . wt9 = t;i^ . ii{vw) :=: (uv)w z= uvw 

•02 i«(a+&) 3 ^^^+^^^ • ^(i^+^') = «2^+^?^ . v{V'\-w) 3 w^+ww? 

•03 NoXNo = No . N,XN, = N, 

a,V^No .3 '^ bs^^xa .celS^xb 3- <^«NoXa 
•n ftaNoXa 3- NoX6 3NoXa 

•2 &,ce NoXa 3. 6+ce N^xa -21 NoXa+NoXa = NoXa 

•3 6,6+c£NoXa 3- ^fiNoXa j •2--3 Euclides vu P28j 
•31 be NoXa 3. bc e NoXac 
•32 m,ne NoXc 3- «^^+6^ fi N^x^? 
•4 a+6 £ 2No .=. a,b£ 2No .w. a.be 2No+l 
•5 a(a+l) e 2No . a(a+l)(a+2) e 6N0 Continuation : §! P-2 
•fi a(a+l)(2a+l) fi 6N0 
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•1 a>6 .=. ac > bc -2 a>6 . c>d 3- CLC>bd 
•3 a>6.c>d .3 ^+6d>^+6<? 

- * 5. 

•i 6,cfiN^j . ofi ô+Nç .3 (^— % = ûtc— &c I EuCLiDES vu P7 } 

[ Df— . Distrib(X,+) O- ac = [(a— &)-|-6]c = (a— 6)c+ôc O- P ] 

•2 ftjdeNo . ofift+N^, . c£ d+N^ .3 {a—b)(c—d)= ac+bd—bc—ad 

n * 6. 
•0 aen . bsN, 3. ax6 = 0[{+a)b] . ax(-6) = 0[(-a)6] Df 
•Oi afi e N, .3 {+a)x{+b) = +{axb) . (-a)X(+ô) = -(axb) . 

(+«)X(-ô) = -{axb) . (-^/)X(-«^) = +{(^Xb) 
\ DiOPHANTUS I 9 : < Aeïyuç èni Xeïyuv TtoXXanXaotaG&eïaa noiel 

vnagiiv, Aeîtpiç de èjil vnaQ^iv, noieX Xéïtpiv. » } 

^ 7. a,b,csn 3 "'l ^X6 £ n 

•2 Oxa^O . lxa = a -3 a(6+c) = a&+ac -4 ab = ba 
•5 a(6c) = (a6)c = abc -e--? = P1-6--7 



4& 8. a,b,Cyd£n 3- 
•i a(6— c)+6(c— a)+c(a— 6)=0 
•2 (a-&)(c-d)+(6-c)(a— rf)+(c— a)(6-rf) =0 
•3 (a+6)(6+c)(c-a)+(&+c)(^+a)(a~B)+(c+a)(a+&)(&-c) = 

(a— ô)(6— c)((?--a) 
•4 (a-6)(6+c— a)(a-&+c)+(b--c)(a-&+<?)(a+&-c)+(c- 

a)(a+&-c)(b+(7-a) = 4(a-&)(&--c)(c-a) 
•5 a(6+c)(&+c— ût)+6(^+a)((7+a— 6)+c(a+6)(a+6— c) = 6a&(? 
•6 a(b^c)(b+c—a)+b(c—a)(c+a-'b)+c(a—b){a+b—c) = 

2(a-&)(&-c?)(c-a) 

4( 9-0--6 = (n I N.) P3 

4( 10. afien . céS^ 3- ^>^ •==• ^^ > ^<^ 

Par les signes précédents sont exprimées les Df de /, [^, Np. 
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§24 / R r 

X ^ 1. a£ N, . be N,xa .3 

•0 b/a = ? N, ^ X3(xxa =b) Df 

•1 b/a s N, -2 {b/a)xa = b 

•3 /a£(axN,)jN, 

•4 a/1 = a -41 a/a = 1 

^ 21 sfiCls^N, .3 /s = A I>f 

2 a,&fiN, .3 b/a = (XbX/a) Df 

Pl'.O. «Soit a un nombre (non nul), et 6 un multiple de a. «5 divisé 
par a » désigne le nombre x qui satisfait à la condition xXo := & > . 

P*3. « Donc /a, qu'on lit «diviser par a», indique une opération dé- 
finie sur les multiples de a; le résultat est un N, ». 

On dérive toutes ces propositions de §— PI, si Ton remplace les signes 
No,+,-,0 par N„X,/,1. 

La notation bja, répandue notamment chez les auteurs anglais, est une 

transformation très commode de la notation commune —, due aux Hindous, 

a 

et qu'on rencontre dans Leonardo Fibonacci, a. 1202, Liber Abaci, fol. 11. 

Le signe de division a aussi les formes : 

a)b dans Oughtred a.l667 p. 196, où « quantitas intra curvam denominator 

est», b~-a (Pell, MacLaurin, ...), b:a (Leibniz), etc. 

P2-2. « On écrit bja au lieu de (X6)(/«)i C est-à-dire multiplier par b et 
ensuite diviser par a; a et & sont des nombres donnés » . 

Toute expression de la forme (X&)(/a), où a et ô sont des N^, s'appelle 
« raison » ou « nombre rationnel » ou < fraction > . Nous l' indiquerons par 
le symbole R. 

Le nombre rationnel, ou raison, Xoyog Sv àçt^fioç nghç àgiêfi^ Sx^i d'Eu- 
clide, so présente ici comme une opération, possible dans quelques cas, 
précisément comme nous avons rencontré les nombres positifs et négatifs. 

Selon le langage ordinaire, — précède le nombre, ou la grandeur, sur 

laquelle on opère, et signifie « diviser par a et multiplier par ô » . P. ex. 

3 
« -^ de 15 fr. » signifie « ce qu'on obtient en divisant 15 fr. par 5 et en 

multipliant le résultat par 3 » . Mais nous préférons donner à &/a, qui suit 
le nombre sur lequel on opère, la signification « multiplier par b et diviser 
par a > , afin de rendre possible l'opération dans on plus grand nombre de cas. 
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R = (nombre rationnel) 

N, X / ^ 3-0 R= a?3 a (a;6)3[a,6£N, . cc= {xVt/a)] Df 
•01 R=:NyN, Dfp [z=PO] 

•1 NOR 
•2 a7,y£R .3'. a;=y .=: wf N, . t^, wy eN, .3" • ^^ = ^.V Df 

€ Deux nombres rationnels ce et y sont dits ég'aux, lorsque, quel que 
soit le nombre w, tel que les opérations ux et uy soient possibles, les 
résultats sont égaux » . Cfr. §n P3-2. Quelques A. prennent comme Df la 
P4*l. Ils ne définissent pas la raison do deux N^, mais seulement l'égalité 
de deux raisons. Oii introduit alors les nombres rationnels par abstraction. 

^ 4. a,b,c,d,e,fsN,r): 

i a/h = c/d .=. ad=ihc Dfp } Euclides vu P19 } 

[ Hp . a\h = c\d .D. hd , (6cf)(a/6) , (M)(c/rf) êN, . P3-2 .D. 
(M)(a/6) = (M)(c/cO .D. ad = 6c (1) 

Hp . a<f =r 6c . 3ceN, . 5c(a/6) , 3c(c/o0 £ N, .3. xo^ = x6c O. 
{xalb)bd = {xcjdibd . §XP1-51 .3. 5ca/6 z= acc/rf (2) 

Hp . arf = 6c . (2) . Export .3. a/6 = c/ci (3) 

(1) . (3) O. P ] 

•2 a/6 = (flc)/{pc) I Euclides vu P17 j 

•3 a/6 = c/h .=. a=c â a/b = a/d .=. b=d 

•5 a/6 = c/d .=. a/c = 6/^^ .=. 6/a = d/c \ EucL. vu P13 j 

•6 a/6 = d/e . b/c = e/fr). a/c = d/f j Euclides v P22 } 

•7 a/6 = e/f . b/c = d/e .3 a/c = d/f j Euclides v P23 j 

L'égalité a/6 = c\d est dite une ** proportion ". La -5 exprime les règles 
dites ** invertir '* et ** alterner ". . 

% 5-0 a?,y£R .3 

a?xy = aîy = ? R ^ .3^3(w£Nj . ux^uxy sN^ .3^ • uxy=-uz) Df 

« Le produit se^ de deux nombres rationnels est le nombre rationnel % qui 
satisfait à la condition v/xy = uz^ quel que soit le nombre entier u, pourvu 
que les opérations ux et uxy soient possibles ». 

a^bfCjdeNi 3- 
•i (a/b){b/c) = a/c 
•2 {a/b)x{c/d) = {ac)/(pd) \ Euclides vm P5 } 
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^ 6. a,&,ceR Q: 
•1 ax6 6R '2 àb=:ba -3 a(6(?) = (a&)o = a6c 
•4 ac = bc .=. a=b -5 (R | N,)§xP20 

•6 axR = R -7 RxR = R 

•8 a N^^ maima, mby me e NJ 

7-0 xeR .3 /a? = ? R^ î^C^^^Xy =1) Df 

a,6£N, .3 * /ia/b) = b/a 2 {a/b)/{c/d) = {ad)/{bc) 

La P7-0 détinit /a;, qui signifie « diviser par x > , ou « multiplier par le 
réciproque de x > , ou, en supprimant le signe de multiplication, € le réci- 
proque de ac » . Ce symbole est le correspondant de — x, qui signifie « re- 
trancher X » « ajouter l'opposé de x > « le nombre négatif — x ». 

Les calculs sur les fractions étaient connus des anciens Egyptiens, 
a. —2000. Voir F1899. 

La considération de la fonction /a, «le réciproque de a», c'est-à-dire la 
suppression du numérateur de la fraction, lorsqu'il est l'unité, qu'on remarque 
dans Ahmès, a été nouvellement proposée par M. Macfarlane (Ëducat. 
Times, a. 1887). 

^ 8. a,béR Q: 
•1 /asR -2 /{/a)=a -3 /{ab) = (/aX/b) 

A b/a — bx{/a) Df 

P8-4. On peut considérer le rapport bja comme le produit de b par le ré- 
ciproque de a. Ainsi toute division est réduite à une multiplication. Ces 
formules ont leurs correspondantes dans §n. 

•5 a=b .=. /a = /b .=. a/b=l 

•6 xeB, . ax =b .=, x= b/a j Ahmès N.24-38 } 

•7 /R = R 

+ ^ 11. afi,c,dAfe^i O- 

i a/b = c/d .=. {a+b)/b = (c+d)/d \ Euclides v PIS { 
•2 a/b = c/d = e/fr^.a/b = {a+c+e)/{b+d+f) j » P12J 
•3 a/b = c/d.e/b = f/dr)'(^+e)/b = {c+f)/d } * P24J 
•4 {a+c)/{b+d) = a/b .3 c/d = a/b | Euclides v P19 } 

Les règles exprimées par ces P sont dites " componendo " et " dividende ". 

^ 12-0 œ,yeU r). 

x+y = 7 R ^ z3(^uéN^ . tiXf uy eNj r^u . uX'\'Uy = uz) Df 

P12-0 « La somme de deux R, x-|-y, est le nombre rationnel «, qui satisfait 
à la condition ux-{-uy = uz^ pour toute valeur du nombre entier u, sur 
lequel on puisse effectuer les opérations t^x et uy en nombres entiers. > 
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•i a/c+6/^ = (^+&)A . '2 a/6+c/d = (ad+&c)/(6d) 
^ 13. apyCsBi .3 •* a+6fiR -2 a+b = b+a 

•3 a+(6+<^) = (a+6)+(?=a+&+c -4 a+c = 6+c .=. a=6 
•5 (R|N,)§+P7 -6 R + R = R -7 a(6+c) = a6+«c 

^ 14. a,&,C£R .3 

•i ir,yfiR . a?/a = y/b . a7+y =c .=. œ= a€/{a+b) . y= 6(?/(a+6) 

j Ahmès N.63 } 
La règle pour décomposer un nombre c en parties proportionelles aux 
nombres a et 6 est dite ** règle de proportion '* ou '* de société ". 

> ^ 15. afieSi 3: -o &>a .=. a<6 .=. tea+R Df 
•ùi 6>>a .=. weNj . ua, w& e N, . 3^ • 'i^b>ua Dfp 

§>P2i--7 §xP4-i--3 

^ 16. afijCyde'S^ .3= 

•i a/b>c/b .=. a>c : a/b>a/d .=. &<d j Eucl. v PIO } 

•2 a/b>c/d .=. ad>bc 

•3 a/6 = c/d . a>6 . a>^ 3. a+d > ft+c { Eucl. v P25 } 

•4 a/(a+6)<(a+c)/(a+6+c) 
•5 a/& < c/d .3. a/& < (a+c)/(&+d) < c/d t Chuquet p.653: 

€ La rigle des nombres moyens. Numérateur auec numérateur se àdioustent 
et denoîïiteur auec denorateur. » | 

j Pappus vu P8 p.691 } 

^ 17. aJbfi,deSi .3. 
•i b>a .=. /b < /a .=. b/a >1 

•2 a>b . c<d 3- CL/c>b/d : a<]b . c>d .3- ^A < V^ 
•3 a<;6 .=. a Rtn X3{a<a)<})) 
•4 a<6 . w,nfiR 3- ^^ (ma+w&)/(w^+^) <6 
•5 ofiRi^l 3. a+/a>2 

— ^ 21. a.6eN, . cfi a+N, . de &+N, .3 
•i c/a = d/& .=. (fi—a)/ a = {d—b)/b j Euclides vu PU } 
•2 c/a = d/b .=. (c?+a)/(<?-û^) = (d+6)/(d-6) 

4( 22-0 a?fiR . ys a?+R 3- .V— ^ = ^ ^^ ^^(0?+^ =y) Df 

•i ôyCeN^ . ae 64-N, .3 €L/c--b/c = {a—byc 
•2 a,&,{?,d,ad— &c £N| .3 CL/b—c/d=::{ad^bc)/{bd) 
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^ 23. asR.bea+nr^. -i 6— aeR -2 (6— a)+a=ô 
« 24. (R I NJ §- P2 

^ 25. aéîf^ . 68 nxa O- '^ V^ = ^ ^^^ a!3{xa =b) Df 
•i--5 = (n I N0Pl-i--5 -6 0/a =0 

r = (nombre rationnel relatif) 

^ 310 r = n/N, Df -1 r= -f-Rw— RyeO Dfp 

•2 R. = Rw tO Df I Ex. : §mod P210 

•3 RDI^oD*' -4 n^r 

^ 32. x,yer r)'- 

i x=y .=: UÉ& . w+a?,w+y eR .^m. m+o? = w+y Df 

•2 0?+?/ = ^ r^ z3{ueB, . w+a;, w+^+y eR .^«. w+oî+y = «+^) Df 
•3 — X = ? r^ y3iix^+y =0) Df 

•4 a;_y = a'+(— y) . Df 

•5 x=::y .=: uen . iiœ, uy en r^u. ux =-uy Dfp 

•6 xxy = xy = 7r^z3(ueii . tcx^uxyen .^a. icxy = i^^) Df 
•7 /x=:7Tf^y3{xy=l) Df 

•8 x/y = œx{/y) Df 

'9 a?+y = 7r<^ -^3(i<en . ux, uy en .^«*. ux+uy =^ tis) Dfp 

^ 33. ayb,cer .3 M a+ôer -S--» ^ §n P4-2--5 

^ 34. .3. -1 —a er -S--? = §n P5-2--7 

^ 35. (r|n)§nP6-0--i 

^ 36. .3 M axber -â-T = §x P7-2--7 P8 

^ 37. afie r-^0 .3 -i /a er •2--6 = P8-2--6 
•7 /^a^= ^/a 

^ 40. apyC,dyO!p',c'er .3*- 

•i a — c -=K) .3 ^^r • aa?+& 1= cx-^d .=. r= (rf — b)/{a — c) 
\ Aryabhata P31 : 

« Par la différence entre des objets [a — c] divisez la différence des roupies 
[d — h] , que possèdent deux personnes : le quotient [{d—b)l{a—c)\ est la 
valeur d'un objet [=x], si les fortunes sont égales [aa;+6=ccc-H(| ».| 

•2 x^yer . oj+y =a . x—y =b .=. a?=(a+6)/2 . y= (a — 6)/2 

{ DiOPHANTUS 1 1 } 
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•3 aV — a'& *=0 ry. œ^yer . aœ+hy=ic . a'x+b'y =:c .=. 
x= {cb''-db)/{aV-'a!b) . y= {ad^-a'cyiab'-cib) 
Continuation : §Subst 5*6 
•4 a (^;y)5[ co,yer . -(a?=0 . y=0) . ax+by =0 . a'œ+b'y =0] 

.=. a6'— a'6=0 
•5 x,yyZer . y+^ =a . ^+0? =& . ar+y =^ •=• ^= (&+<^ — ^)/2 • 

y= {a+c—b)/2 . ^= {a+b—c)/2 j Diophantus 1 16 | 
•6 œ,y,Z8r . y+z — œ =a . z+x — y =b . x+y — z =c .=. 

x= {b+c)/2 . y= . . . { Diophantus 1 18 j 

•7 x,y,z,t€T . y+z+t =a . x+z+t =b . ^+y+' =^ • ^+y+ 
z =d .=. a;= (64-c+d— 2a)/3 . y= . . . | Diophantus 117} 
•8 x,y,ZjteT . y+^+^— ^ =^ • x-^z-^t—y =b . a?+y+^— ;2; =<? . 
x+y+z—t=d .=. 0? =(a+6+^+^/4 — (i/2 . y= . . . 
j Diophantus 1 19 j 

[(a-&)/c+(6-c)/a+(c-a)/&J[6?/(a-6)+a/(6-c)+&/(^-a)]=9 
I Prior a.l878; Cfr. Mm. a.l881 tJO p.33 j 

^ 42. a,&£r .3 -0 b>a .=. &£ a+R 

•01--9 = (R,r) I (N„n) §n P7 -91 &>a .=. a (a+R)^(&— R) 

Les Df de £, p, â, \\ \, sont composées par les seuls si^es qui précèdent. 
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§25 f^ = (puissance) 

No + X * 1. afi,m,néN, .3 

•0 of^ = a"* = l[{xa)m] j = " a élevé à la puissance m ''j Df 

Note. Euclide indique les puissances par une périphraae. 

Dans Chuquet, a. 1484 et ses contemporains, la base est sous-entendue; 
elle est l'inconnue du problème. 

Girard a. 1629 adopte la notation (m)a. 

La notation ct^ a été introduite dans Tusage commun par Descartes, 
a. 1644; nous la suivrons ici lorsque Texposant est simple. 

La notation a[^ se rencontre dans Pell a.l659 (cfr. Wallis t.2 p.239); 
mais nous avons donné la forme |^ , qui est le signe de racine renversé, au 
^ signe de Pell, qui est la sigle grecque de la terminaison oç. 

La notation a|^m est plus commode lorsque l'exposant est composé ; en 
écrivant l'exposant en caractères plus petits on rencontre des difficultés de 
lecture remarquées dans IdM. a. 1900 p. 271, et des difficultés typographiques 
encore plus graves. Par ces raisons plusieurs Â. écrivent exp x au lieu de e« . 

i a|y)=l -2 af\m+l) = (a[^m)xa Dfp 

[ (No,Xa,l)|(«,t^,a)§+P10-l-2 .3 P-l*2 ] 

•24 a|^l = a* = a . a|^2 = a' = axa 

•22 If^m z= 1*»* izr 1 -23 0|\m + l) = 

•3 a^m £ No ■ [(Xo,Xa,l)|(s,w,a)§+ PlO-3 .D- P] 

•4 (aJ^m)x(a^/^) = aj^(/H+n) [ -8 ] 

{ DioPHANTUS Arith. I { 
•5 (axbfm = {€^m)x{l^m) \ Distrib(^,X) } 

[(No, X«, Xô,l)l(«,w,«,a)§+ PlO-62 .D- P] 
•6 (C^mfn = a^(mXn) [(No,X«,m,n,l)|(>,2«,a,&,5c)§X P2-4 O. P] 
I EucLiDES IX P3-4, 8, 9, 11 j 

« 2. a,6£No .3 
• 1 (a + &)» = a" + 2ab + &' j Euclides ii P4 j 

{a+bf = a'+3a^b+3ab^+b' \ Diophantus iv P9 j 

{a+by = a'+Aa'b+6aV+Aab'+b' 
(a+6)» = a*+5a*6+10aV+10a«6'+5a&*+6» 
{a+by = «•+6a»6+15a*&»+20aW+15a^6*+6a6»+6« 
{a+by = a'+7a«&+21aV+35a*&'+35a'&*+21a"6*+7a&»+y 
(a+by = a'+8a'b+28a'b'+b6aV+10a'b'+b6a'b'+2S'aV 
+Sab'+V Continuation : §C P7-1 
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j TscHU SCHI Kra a.l303 ; Stu^el, Arithmetica intégra^ 
a.lô44, liber 1 c. 5; Tartaglia a.l556 p.73: 

< Se una quantità sarà divisa in due parti, corne si voglia, il cnbo censo 
censo di tntta la quantità [(a +&)**] sempre sar& eguale a questi 13 princi- 
pâli productif cioè al produtto del cubo censo censo délia prima parte [a"]. 
Et al produtto 12uplo del terzo relato délia detta prima parte via la se- 
conda parte [12a"&]. Et al produtto del 66upIo del censo relato délia detta 
prima parte via il censo délia seconda [66a*®fe'] , et finalmente al pro- 
dutto del cen. cen. cen. délia seconda parte [5*^]..., et con tal modo potrai 
procedere in infinito. » | 

•ii (a+&)' = a'+6'+3a6(a+6) 

•12 (a+6)*+a*+&* = 2(a'+a6+6*)" 

•4 3 a"(a+6)*+a"6*+(a+6)V = (a»+a&+6V 

•4 4 (a+6)" = a»+&»+5a&(a+6)(a"+a6+6*) 

•15 (a+&y = a'+&'+7a6(a+6)(a*+a&+6y 

j -lé-iS Cauchy a.l839 Œuvres s.l t.4 p.501 } 
•16 (a+6)»+a»+6'=2(a'+a&+6')[(a'+a6+&')'+4a"6"(a+&)'] 
•1 7 (a+&)"+a"+6"=(a«+a&+6^)\2(a*+a&+6')'+15a'6^(a+&)'] 

^ 3. a,6,C£N, .3 
•1 {a+h+c)^ = a*+&'+c*+2a6+2a(?+26c? 
•2 \a+h+cf = a'+&'+c'+3(a'&+a6*+aV+ac^+&V+6c^ + 

&abc 
•3 » = a'+6'+<?'+3(a+6)(û^+c)(6+c) 

•4 » +3a&c=a'+b'+c"+3(a+&+c)(a6+ac+6c) 

•5 » +a»+&'+c' = (&+cy+(c+a)'+(a+&)'+6a&c 

•6 (a+6+c)* = a*+&*+6'*+4(a'6+a'c+6'a+&V+c'a+c*&)+ 

6(aW+aV+&V)+12(a*6c+b'ac+c'a&) 
•7 » +{a'+b'+&) = 2{a^+b*+(^){a + b + cy + 

8abc{a+b+c)+2{aV+a^(f+b^^ 
•8 {a+b+cf+a'+b'+c'={a+by+{a+cyMb+cy+l2ab(K^a+b+^ 
•9 (a+ft4-rV = a'+&»+c'+5(a+&)(a+c)(&+c)(a'+6*+c*+a&+ 
ar+bc) 
Continuation : §! P8. 

^ 4. a,6,m,weN, .3 
•01 a"€ Njô" .=. afi N,& -02 a'fiN,&' .=. a£N,6 

j EucLiDES VIII P14-17: 
*Eàv revQdyœvoç xetQâyoyvov fJ^Qfjt xal ^ nXevQa t^v nXevQàv /bLezQi^oec 
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xal êàv j} TtXevçà x^v nXsvQàv [letQfj, tmÏ ô xetQdycavoç ràv XBtQâyoovov 
/lexQ^oei. 
'Eàv xtî/îoç àgt&fibç xi^ov àgtûfibv ^^exQf}, 



-, xal ô xéfioç rbv KÔ^oy 



•i ae N,x6 .=. a"* e NjXô" } Euclides vm P6 } 

•2 a»+6*£3N, O- «>*e3N, : a»-|-6* e 7N, Q. a,6e 7N, 

Continuation : §Np 3*22 
•3 (lOa-l-5)* = a(a+l)X 100+25 
(100a+24p e 100N,+76 (100a+24)'"+' e lOONj+24 
(lOOa+Te)"* e lOONo+76 (100a+26r+' e lOONj+76 
2»+.^3w+i e 7N^ 2"'+'+3»''+» e UN, 2*"+'+3*"+* e 17N, 
2i»+t^3x5.»H g i7jj^ 2*+'+2»^*+5»"+' e 23N, 

2.«+.^7»»+4 g 65jf^ 3""+'+l e 730Nj 

^ 5. u,vs Cls'N, . a,6eNo 3- 
•0 t^b = u'l^) . c^ = {c^Yv . tt[^ = (f'l+)§+P7-3 Df 
•01 c^u+v) = {c^u)X{c^v) . (uxvy=u'xv' 

■i N.» 3 3No u (3N,+1) N,'3 4Noo(4No+l) 

No' D 5No w (5N„+1) « (5N„+4) N,' D SN, w 8N0+I w 8No+4 
N.» D 10N„ « (lONo+1) w {lONo+4) u (10N„+6) w (lONo+9) 
N.'D4NoV.(4N,+l)u(4N.+3) 

No' D 7N, u (7No+l)w (7No+6) N.» D 9N„ u (9No+l) « {9No+8) 
N»* D 5N, w (5N,+1) Continuation : §Chf §Np 3-9 

aeN„ O- (lONo+a)' Z) lONo+a 

•2 oeNj Q: a*eN,' .3 oeN,' [Euclides ix P6: 

'Eàv àçi^/jibs êavrbv noXXanXaaiàaaç xii^ov noifj, xal aînbç xifioç liirrac.l 
a+1, a*+l e 2N,* .=. a=\ .w. a=7 } Fermât t.2 p.434j 

a*+2 e N,' .=. a=b a' +4 e N,» .=. a=2 .w. a=ll 

j Fermât a. 1657 t.2 p.345: 

«... il n'y a qu'un seul nombre quarré en entiers qui, joint au binaire, 
fasse un cube, et le dit carré est 25... > 

€... si on cherche un quarré qui, ajouté à 4 fasse un cube, on n'en 
trouvera jamais que deux en nombres entiers, savoir 4 et 121. »! 

«'+a £ 2N,* .3. rt=l ( Fermât t.l p.341 } 

a(a+l)(a+2)(a+3)+l e N.* [ = (à»+3a+i)« ] 

ffl(rt+l), a(a+l)(o+2) -£ N.'wN,' 
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•3 2X(N,'+N,*) 3 N,«+N.» . (N.'+N.»)X(N.»+N,«) 3 No»+N.« 

(2N,+lH8N(,+7) Z) No*+No'+N.' { Legendee a.l797 p.398 } 

2N.+ONo»+N,'+2No» 

neN. O. (N„«+N,'+N„')'» 3 No'+N„»+N«» 

•4 N, 3 N,*+N,'+N,»+N,* ' IBachet a.l621p.241: 

< Omnem autem numerum vel quadratum esse vel ex duobus aut tribus 
aut etiam quatuor quadratis componi, satis experiendo deprehendis. » \ 
{Dem. Cfr. Fermât t.l p.305; Lagrange a.l770 t.3 p.l89 } 

■41 (N.+l)' 3 N,' + N,» + No» + N,» 

I P. Tannery mm. a.l898 t.5 p.281 } 
•42 (8N,+7)xN,*3 N,*+N/+N,'+N,» | Fermât a. 1636 t2 p.66: 

« Octaplum cuiuslibet numeri unitate deminutom componitnr ex quatuor 
quadratis tantum, non soliun in integris sed etiam in fractis>.| 

•S a,6,c£N, . «•= &»+c» .3 6e3Niuce3Nj . 6e4Njwce4Nj . 
ae 5Nj w 6c 5Ni w ce 5N, . a&c eeONj 
{ Feénicle a.l676 p.76-79 j 
•6 
2(H2|*ô)+l e N,X[2'(2*+1)+1] JEuLERPetrC. a.l732 t.6p.l04j • 
2fX2|^) +1 £ NiX[2'(2"+2'+2*-l)+l] j Landry } 

21X21^12) +1 e N,X[2"(2'— 1)+1] j Pervouchine PetrB. a.l878 j 
2^21^23) +1 £ NjX[2"*(2'+l)+l] j » . } 

21X2^36) +1 e N,X[2''(2'+1)-|^1] j Seelhoff Zra. a.l886 t.31 p.l73j 
Continuation : §Np 3'4 
•7 a,6eN, . me 2N,+1 Q. «"*+&" s N,x(a+6) 

m 6. 

•0 -g (N,'+N,')^Nj' { Alchodschandî a.992 j 

M ne N,+3 .3 -a (N,"+N,")^N," } Fermât t.l p.291 : 

€ Cubum autom in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem 
in dnas eiusdera nominis fas est dividere: cuius rei demonstrationem mi- 
rabilem sane detexi>.| 

La dém. se réduit an cas où neNp. Kummer, a.l850 Jt°M. p.l38, a dé- 
montré cette P, si : re l"(n— 3)/2 .3-. nt Br -e NjXn. 

•2 -a PJ,'X(4N,-1-3)]«(N,»+N,*) I FERMAT a.l640 t.2 p.203 : 
« Un nombre moindre de l'unité qu'un multiple du quaternaire n'est ni 
quarré, ni composé de deux quarrés, ni en entiers, ni en fractions >.| 

•3 -3 [N,'x(8N.+7)]«(N,'-t-N,'+N,') | Fermât voir 5-42 j 
•4 -a (N,'+N,>N,' • -a (N,'+N,»)«N.* { Fermât t.l p.327 j 
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01 a"+6" > 2ab [ (a-6)*>0 .3 P ] 

02 2(a'4-6") > {a+bf [ p-oi .3. P] 

03 (a+6)*>4a6 { Euclides vi P27 j [ P04O.P] 

04 2(a'+6*) > (a+bXa* + b^ [ 2(a»-h6»)— (a-|-ô)(a«+6») = (a-b)\a+b)>0 ] 

05 4(a'+6') > (a+bf [ P-04 0. 4(a»-h6»)>(a+6)X2(a«+&*) . P-02 .3. P] 

06 a'4-&'> a6(a+&) j Harriot p. 79 j [P-oô.d.P] 

07 3(a*+aV4-&*) > (a*+a6+6^* { Bertrand a.i855 p.l42 } 

08 2(a*+aV+6*) > 3a6(a«+&«) 

09 4(a*+ab+6')» >27aV(a»+6*)' j Harriot a.l631 p.85 } 
a,&,c£Ni . -(0=6=^) .3- 

i 1 a*+b*+(f > ab+ac+bc [ (a_&)«-f.(a— c)»+(6— c«)50 o. P ] 

i2 3(a*+6«+6*^ > (a+fe+c)* > 3{ab+a€+bc) 

13 a<b<p . a+b>c Q. 2(a64-a^+6c) > a"+&'+c" 

i5 3(a»+6»+0>(û^+6+cXû^'+6*+Ô 

[ 3(a»H-ô>-Hî»)— (aH^+c)(a»4*'H^*)==(a-6)«(a+6>f (6-^)»(H<;)+(c— ^^ ] 

1 6 2(a»+&'+0 >a'(&+^)+6V+û)+c\û^+&) [ P150. P] 

1 7 3(a"4-6'+0 > (a+&+cXa6+a^+6c) [ Pii . P-15 O- P 1 
i 8 9(a'+6'+o»)>(a+6+c)' [ P-15 . P-12 O- P ] 
i 9 a\b+c)+b\c+a)+(f(a+b) > 6a6c 

[ a«(&+c)+ô*(c+a)-l-c'(a+&)— 6a&c = a(5-c)«+6(c— a)«+c(a-6)« ] 

20 a'+ô'+c* > 3a6c [ pi6 . Pi9 .3 P ] 
j -i 1-1 2-1 9-20 Harriot a.l631 p.84 } 

2 1 S{a'+V+(f) > S{a+bXa+cXb+c) [ p-i6 . P-30 .3 P ] 

22 {a+b+c){a*+b*+(f) > 9abc [ Pi9 . p-20 3. P ] 

23 2{a+b+cXa'W+(f)>^[a\b+c)+b\c+a)+c\a+b) [pigdp] 
•24 (a+b+c)* > 27a6c [ pi9 . P-20 3. P 1 

j Harriot a. 1631 p.85 : c Si quantitas secetiu* in très partes iii«- 
qnales Cubas è tertia parte totius major est solido è tribus partibus insequa- 
libus. Si sint quantitatis très partes inœquales p, q, r, est... 

p+q+r 



p+q+r 
p+q+r 



> 27p^r 



'25 (a+bXb+cXc+a) > 8abc [ P19 .D- P] 

•26 a}+b'+(f+3abc > a\b+c)+b\c+a)+(f{a+b) 

•27 n:>b>c .3 a'6+6V+<?'a > aV+&'a+c*t [ Pi4il .3. P 

•30 {ab-\'ac+bcf > 3a&c(a+64-r) 

•31 a^+6*+c*>abc(«4-6+c) 
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•32 (a+6+cXo'+&*+c^^(a*+6*+c^' 
a,b,c,dèNi . •(a=b=c=d) .3« 
•41 4(a*-\-b*+(*+^Xa+b+c+df [ pi4-08 d P ] 

•42 3(a*+6*+c'+<P) > 2iab+ac+ad+bc+bd+cd) 
•43 3(a+b+c+df >8( » » ) 

•51 a,6,c,de N, . -(a/6 = c/d) O- (a'+6*)X(c'+d») > (ac+6rf)* 
•52 a,b,c,d,e,fBlSi . •{a/d = b/e = c/f) -3 

(a»+6*+Ox{<?+e*+/')>(ad+6g+c/)» [ pi4-53 d P 1 

Continuation: §2" 20. 

10. a,6,w,neN, .3 -1 a>6 .=. «"> ô" 

•2 a>l .3: »»>« •=■ a"* > a* 
a-=6 .3. •S a'»+*+6'»+' > aôCa^+ô") 

[ ow+a+icn+a — aft(am-|-6'») = (a— 6)(a»» +!—&'»+ 1) ] 

•4 2'"(a'"+'+6'"*-')>(a+6r^* 

— n ^ 11. a,ben . m,neN, .3 '0-'2 = P1^0--2 ^3 a* en 
•4--6 = P1^4-^6 -1 {—a)* = a* 
•71 {—af{2m) = d^2m) m (— a)f^2m+l) = - a|\2w+n 

^ 12-13. a,6,^en .3 P2 . 3. 

^ 14. a,b,c,d,e,f,g,h,<^,b',c',a,e',f,g',h',p,qsxi .3 
•01 (a+6)(a— 6) = a'— 6* 

•02 (a+6)'+(a— 6)* = 2(a*+&') | Euclides ii P9 j 

•03 (a+6)*— (a— 6)* = 4a6 { » » P5 j 

•04 (a— 6)»+(6— c)'+(c-o)» = 

2[(a— &)(rt^c)+(&— fl)(6— c)+(c— a)(c— 6)] 
•05 (a-6)*+(6— <:')*+(c— rt)*+(a+6+c)' = 3(rt*+6*-|-c') 
•06 (a+6+e)»+(rt+&— r)'+(/K— 6+<?)*+(— a+&+c)'=4(rt'+6'+<^ 
•061 (a+2fe)(6+c-rt)+(6+2r)(«-b+c)+(c+2a)(a+6-c)=(a+&+c)* 
•062 3(a+6+c)* = (a+6-c)'+(6-fc-a)'+(c+«-6)'+8(a6+rt^+&c) 
•07 (_a+26+2r)*+(2a-6+2r)'+(2a+2ft-c)' = 9(a'+6*+c') 
•08 (a+6+r+^/)»+(a+6-c-r7)'+(a+c-&-rf)'+(a+rf-&-c)* = 
(— a+6+c+rf)'+(«— 6+<7+rf)'+{a+&— c + rf)*+(«+&+c— d)' = 
4(a'+6*+c'+rf*) jLEGENDRE a.l816 p.Sj 

•09 a+6+c+rf+<?=5m .3 rt'+6»+c»+rf»+6'' = 

{2»i-a)*+(2rH-6)'+(2m-c)'+(2;«-d)*+(2/'/i-e)' 
{ •07-^09 EuLER a.l750 CorrM, t.l p.515 j 

r. 1901 5 
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•10 ia*+ab+b^ar-b) = a'— 6» 

•H a'(&— c)+6'(c— a)+c*(a— 6) = {a—bXa—cXb—c) 

•12 a(?>*— c»)+6(c'— a')+<?(a'— &•) = (b—aXc—aXc—b) 

•121 (a— 6)'(a+6-2c)+(6— c)'(6+c-2a)+(c— a)V+a-26) = 

3(a— 6)(6— c)(c-a) 
■122 (rt+7>)'(a-6)+(&+c)*(&-c)+(o+a)'(c-a) = -(a-&)(6-c)(c-a) 
•1 3 {a+h+cf—{b+c—af—{c-{-a—b)*—{a+b—cy = 24a?»c 

I Gergonne Ann. a.1816-17 t.7 p.l63 } 
•1 i a'+b'-{-c''—iinbc={a+b+cXfi*+V+e'—ah—ac—bc) 
•1 » a'+b^-{-d'+a'—3{abc+abd+acd+bcd)=ia+b+c+dXa*+ 

&*+c*+«P — ab — bc — ca — ad—bd — cd) 
•16 (a+ft— cXa— 6+cX— a+&+c) = 

a\b-{-c—a)-\-b\aJt-c—b)-\-(*{a-\-b—c)—2abc 
• 1 7 {a—bf-\-{b—cf-\-{c—a)'' — 'M.a—bXb—cXc—a) 
•i I (a'+a'6+a&'+&'Xa— &) = a*— &* 
•22 {a*+ab-{-b*)*-{a*—ab+Vf = 4a6(rt'+6») 
•23 a(a— 26)'— fe(6— 2a)' = (a— 6X<i+&)' 

•24 («•+&•)* = («'— 6')*+(2rt&)* { EucLiDES X lemma P29 j 

Cette P a été attribuée à Pythagore et à Platon par les commentateurs 

d' Euclides. Voir Proclus éd. Friedlein, Lipsise a.l873 p.418; Euclidcs t.5 p.214. 

•25 a'-{-4b' = {a*:^2ab+2b*Xa*—2àb+2b*) 

i EULER a. 1742 CorrM. t.l p. 145 j 
•26 a'+a*b*+b' = {a*+ab +b*){a*~ab+b*) 
•27 «♦+&*— a6(rt'+&') = {a—b)\a*+ab-{-b*) 
•28 (a+by-(a-b)'= 8a&(a»+6') 

{ Cauchy Exerc. a,1841 t.2 p.l44 } 
•3 1 a{b—cf+b{c—ay+cia—b)* — {a—bXb—cXc—aXa+b+c) 
•32 a'(6— c)+&'(c— a)+c*(a— 6) = (a—bXa—cXb—cXa+b+c) 
•33 {a-{-b+cX(i+b—cX(i—b-^cX—a+b+c) = 

2{a*b*+a*c'+b*c^—{a'+b*+c*) = (a'4-&*+c^»— 2(a'+6*+0 
•34 \{a—bf+{b—cf+{c^aff = 2[(a-&)'+(6— c)*+(c— a)'] 
•35 a'+b'+c'={a+b+cXa—b—cXb—c—aXc—a—b)+ 

2(aV+6»c'+c»a*) 
•36 ia+b){a-by+i]b+c)(b-c)*Mc+a){c-a)* = 

2(a+b-\-c){a-b)(b-c){c—a) 
•37 ab(a*—l^+bc(V—(f)-\-ca{c*—a*) = —(a+b+c){a—b){b—c){c—a) 
«&{a+6)'+6c(&+c)'+ca(c+a)' = {a+b-\-c)[(a+b)(b+c)(c-\-a)-^bc] 
a(6-e)(6+c-o)'+6(c-a){c+a— 6)'+c(a-6)(a+&-c)'=0 
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•41 (a*+b*)((*+d*)={ac+bd)*-Had—bcy={ac—bdf+{ad+bcf 

{ DiOPHANTUS m P22 } 

•42 {a*—bl^(^--d^ = {ac—bdf—{ad—bcf 
•43 {a*+b'+c'+d^f=ia*+b*—c^~d*f+(2ac±2bdf+{2bc+2adf 
1 P. Tannery IdM. a. 1898 p.282 j 

•SI {a*+cb*)(a'*+cb'*) = {m'-{-cbb'f+cialf—a'b)* 
•52 » » ={aa'—cbV)*+c{ab'+a'b)* 

•53 (a'+6'4.c^a'*+6'*+c")-(aa'+&&'+cc')' = 

{ab'—a'b)*+iac'—a'cf-{-{b(f—b'cf 
•54 (a'+6'+c'+(?Xrt'»+6''+c«+(r) = (aa'+6&'+cc'+rfd')'+(«&'- 
a'b+cct—c'df+iac'—a'c—bif+b'df+iaéH—a'd+bcf—b'c)* 
j EULEB PetrNC. t.5 a.l754 p.54 j 

•55 {,a*—pb'>—qc'+pq(F){a'*—pb"—qc'*+pqd*) = 

iaa'+pbb'±q{ccf+pda)f—p{ab'+a'b±q{ccl!+(fd)f 
—q{ac'-^pbd'±{a'c—pbd)f-\-pq{bc'—ad'±{a'd—bc)f 
j Lagrange a.l770 t.3 p.201 j 

•6 {a}-{-b'+(*+d^-\-^+f*W+h*){a'*+b*+c'*+d'*+e^+f*+g'*+h'*) 
= (aa'+bb'+cc'+dd!+ee'+ff+gg'+hhy 
-\-{ab'—ba'+ca—dc'-{-er—fe+gh'-hg')* 
+ {ac'+bd—ca'-db'+eg'-fh'-ge'+hfy 
+ {aa+bc'-cb' -da'+eh'+fg'-gf-he'f 
+ (ae^-bf_+cg'-dh'-ea'+fb'-gc'+hd:)* 
+ {ar+b^-ch'—dg'-eb'—fa'+gd:+h(ff 
+ {ag'—bh'-c^+df +ec'-fd'-ga'+hby 
+ {ah'+bg'+cf+d(/ -eâ -fc'-gb'-haj 

{ Degen, Mém. de l'Acad. de St. Pétersbourg, a. 1822 t.8 p,4 j 
•61 x=ab . y=ia+b)b . z=a(,a+bXa*+ab+2l/) . to=ra"+rt6+&' 

•7 c^{b''—<*)-{-b\(f'—a*)+C{a*—b*)={a—b){a—cXb—cXab+ac+bc) 
•71 a^+b'—abia'+b*) = {a-\-bXa—b)\a*+b*) 

•72 {a+b+cf=ia+b—cf+ib+c-af-\-{c-{-a-b)*+80abcia*+b*-\-(*) 

} Cauchy Exercises a.l841 t.2 p.l44 } 
•73 (a-&)»+(6_c)»+(c-a)» = 

5{a-fc)(6-c)(c-a)[(a-6)'+(6-c)»+(c-a)'| 
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•8 (a'+a'6+«&*+6'j»+{«'-«*ô+«6'-^*)' = 2{a*+l/f 

•81 {a*+a*b—ab*—by—{a''—a*b—ab*W? = ^ab{a*—b*f 

■82 {a''-\-a'b—ab*+b''f—{a'-aV)-af;^—b'j' = 4a6(a'+6^a'— &^ 

•9 rt'+i,'_a?>(rt»+//) z=z {a+bla—b)\a'+ab+b*){a*—ab+b*) 

•î) 1 (rt'+6'Xa+i;)-2rt6(a»+ft')=(rt-?/)'(a+6X^'+a&+&'X«*— «6+&^ 

•93 (n+b+cy—(a+b-cy-{a-b+c)''-(-a+b+cy = 
r)6a6rl3(a'+&*+c*)+10(rt'6'+b'c*+c'a*)] 
j Lamé a.l840 JdM. t.5 p.l97 } ' 
•94 (a*+a'b-aV+ab*+b'f—{a'-a*b-a*U'-aIf+V)* = 

4ab{a*+b*ia'—a*b*W) 
•95 {a'+a*h-a*b*-aV+b')*-{a'—a''b—a!'y+ab'+by = 

• 4ab{a*-b'Xa'-a*l^+b') 
•96 a»+6»— a6(a'+&') = (a+fr)(rt— ft)V-f ^*X«*+&*) 

^ 15^o t<e Cls'n . ve Cls'N, . «en . béN„ .3. P5-0 

•1 4n 3 n'— n* •< 1 «e N,+l .3 N," D N„»— N„' 

■ii ae {2K„+l)-(oNo) Q, a'-leSONo 

•13 n 3 n*-|-n'+n'+n*4-n' i Oltramabe IdM. a,1895 p.25,166 } 

asn .3 -2 (2a— 1)*— le 8n ^21 «(«•— l)e6n 

•22 a\a*—l) s 12n ( Leibniz MathS. t.7 p.lOl j 

•23 o(rt*— l)(a'— 4)£l20n Continuation: §! PM 

•24 a'(a*— 1) e 60n . a'(a*— l)(o»— 16) e 3600n 

•25 a'(rt'— 2)(a*— l)(a*— 16) £ 25200n -26 a(a"— 1) e 2730n 

•27 a'(rt'— l)(a'— 9)(a'— 16) e 46800n 

a,&en .3. •S «&(«'— 6^ e6n -31 ab{a*+b*){a*—b*) e30n 

■i ae 2n+l 3. a(rt*-l) e 240n . a'{a*—l)(a'—l) e 5760n . 

aV-l)(«'-l) e 4032n . aV-l){«'-l) £ 115200n 
•5 neN, 3. ll"*-2"* e 57N„ . 2'"-3n-l e 9N„ . 

2'"+'+2bt-4£49N„ . 3»"-8rt-l e 64N„ . 2*"-15n-l e225No . 

7»''+«_48/j_7 e 288N, . 

3'"-*+7"x2"'-'£29Ni . 2"'x3*''-4"*x5»"e992N, 
•6 a,bsn . meNj 3. a"*— 6™ e nx(a— &) . a""—?/" e uX(a+6) 
•Cl oen . ne N,-3N, .3. a»»+a'*+l £ N^ x (a'+«+l) 

I EULER Op. post. t.l p.l86 } 
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•7 ne 6Ni— 1 . afisN^ .3- 

(a+6)"— a"— &" £ 7iab{a+b)(a^+ab+b^x^i 
•71 ^?£ 6N4+I . a,teNi .3 

(a4.b)'^-a"-?/* £ nab(a+b){a*+ab+byx^, 
I Cauchy a.l839 Œuvres s. 1 t.4p.501; Exerc. a.l841 t.2 p.l37 ] 

^ 16. a,&,C£N, . m(az=zb=C) .3 

M (a+&— c)'+(a+c— 6)"4-(&+<'— ^/ > ab+bc+ca 

•2 abc > (a+& — cXa-\-c — bXb+c — a) j Bertrand a.l 855 p.l42 { 

[(6-fc— rt, a+c— &, a-i-6— c)l(rt, &, c) P9-25 O. P] 

•3 {a—b)\a+b—c)+{b—c)\b+c—a)+{c—a)\c+a—b) >0 

^ 21. a,&eR . m^neN^ .3 -O-'â = P1-0--2 -3 n^yisR 
•4--6 = P1-4--6 -7 /{a"') = {/ciT -71 (a/&)"* = «V^" 
(R|NJ P2. 3. (R|NJ P9. 10 

« 22. 

•1 me N,+l . asR. .3. (1+a)^* > 1+ma 

[ Hp . m=2 O. (1+a)' = l+2a+a« > l+2a (1) 

Hp . {l-\-a)^ > \-\-ma .3. 

(l+a)"»+i > (l+ma)(l+a) > l+ma+a+m^ï» > l+(mM)a (2) 
(1 ) . (2) . Induct O- I' ] 

•2 . r^<l 3 (1— ar > 1— />^a 

[ Hp . m=2 O- (1— «)'•' = 1— 2a+a2 > 1— 2a (1) 

Hp . (!—«)'» > 1— ??ui .3 

(l_rt)m + i > (1— 7/^^/ (1— «) > 1— (m+l)a+ma» > 1— (?nr+l)a (2) 
a) . (2) . Induct O. P ] 



Ex. : §* P-9 Deni. 




•* a,ft£ 1+R O- a N„'> r3[a" ^ &< a" ' •] 


^ 30-0 aeR . rweN, .3 a""' = /a"" 
a,héBi . tn,7ien .3- "* ""' ^^ 

•3 (a«>)"' =: a'"?;'" -4 (a-y'^a""* 

•6 «"/a"' = a"-"" 

( ChUQUET a.U84 fol.87: «qui partit .72.' par 
•9.8.m , [Version: (723c»)/(8ac») = 9a;-8) ] | 


Df 

•5 a-" = /oT 
.8.» Il treuue ala part 



^ 31-34. (r|n)Pll-14 

^ 35. ae r-tO . /neN, .3. P30-0 Df 

a,ter-^0. /M,n£n .3- P30-l-'6 
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§31 



+ n '0 asn. bs a+N, Q. a-b =z (a+N,) -(&+N,) Df 

•1 aen . teN, .2). a"'(a+ô) = a+(0*"&) . a—a = ta 

Note. a--'by qu*on peut lire ** de a à 6 ", désigne l'ensemble des nombres 
rt, a+1, etc., 6. Ex.: §Num P-9, §2" PI, ... 

•2 a,b£n . C8 a+No . die b+N^ O- {a"'c)+(b-d) ={a+b)-(c+d) 

•3 a,&£n . C£ &4-N0 .3. a+(6-c) = {a+by"(a+c) \ Distrib(4-,-)} 

•4 meNi r). Nq = »?No + 0"'{m—l) . 11= mn + 0— (m— 1) 

•5 aeN, O. a N, ^ œ3[x+ 0-a 3 N,- NJ^(14-NJ] 

Continuation: §2!, §il. 
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f rcp -0 afis Cls r): Numa = Num6 .=. a (6fa)rcp Df 

« Numa » signifie « le nombre (numerus) des a » . 

Ou l'appelle aussi « puissance (Machtigkeit) de a », notamment si la 
classe a est infinie. Sur les différentes notations voir les F1895... 

La définition -G est exprimée par les seuls signes de logique. On peut 
commencer ici l'Arithmétique : nous définirons directement les signes > 
No + X h, sans passer par les idées primitives du §20. 

La P-0 définit l'égalité « Numa = Num& », qui subsiste si Ton peut éta- 
blir une correspondance réciproque entre a et 6. 

Nous n'écrivons pas une égalité de la forme 

Num a = (expression composée par les symboles précédents). 
La p-0 est une Df par abstraction de Numa. 

Etant donnée une classe a, on peut considérer la classe de classes : 
Cls f> X3 [a(i3?fa) rcp] ; 
l'égalité de ces Cls de Cls, calculées sur les classes a et 6 importe l'égalité 
Num a = Num b ; mais on ne peut pas identifier Num a avec la Cls de Cls 
considérée, car ces objets ont des propriétés diflërentes. 

Num * Cls signifie « le nombre d'xine classe » . Ces nombres coïncident 
avec les Nq pour les classes finies; G. Cantor les appelle « nombres car- 
dinaux » . Dans F1895 ou a introduit le symbole « Ne » pour les représenter. 
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<; -1 a?,ye Num'Cls .3-'- ^=^^^^2/ -=' 

apE Cls . Num a =0? . Num 6 =2/ .3«,2>. a (6fa)sim Df 
•li Hp-l .3- ^<C2/ •=• û?^t/ . a; -=: 2/ Df 

•12 a,6£Cls .3^ Num a ^ Num 6 .=. a (6fa)sim 
'i3 » » » .=. a Cls'&^a73(Numa=Numa;) 

•14 » . a]36 O- Nuraa^ Numô 

•15 x^y^zE Num'Cls . x^^y . y-^ r^. œ^z 

-2 0=NumA Df 

•21 o^Cls .3- Numa =0 .=. -a a Dfp 

•22 a;e Num'Cls .3 O^/jo 

•23 1= ? Num'[Cls r> asi'ja : x^ysa .'^x,y. x=y)] Df 

•24 ofiCls O-'- Numa=l .=:: ^a : œ,yea r^c^y. x=y 

infn -3 infn = 

Num' j C]an a3[a Cls^ ii3{u^)a . w -= a . Num w = Numa)] j Df 

•31 as Cls .3- 
Numa fi infn .=. a » » » » » » 

« infn » = « un infini » . Ces infinis ne sont pas tous égaux ; ils forment 
une Cls. Le signe œ du §1' représente un individu. 

N. -4 No= (Num'Cls)-infn Df 

•41 aeCls .3- Numa fi Nowinfn 

•42 Num Nj = Num N^ [ + « (No j N^rcp ] 

•43 Num No fi infn 

La condition Numa z= Num Nq est exprimée par plusieurs A. sous les 
formes « l'ensemble a est dénombrable » ou « il a la première puissance». 

•44 x£ Num'Cls . î/fiNo . x^y .3 xeN^ 

'45 » ». oî^NumNo . X£ infn J^. x= NumN^ 

•46 Num N^ = Num n =: Num(No • Nq) = Num R = Num r 

•47 Num (Cls' No) > Num No 

•48 Num(Cls'NJ = Num(NoFNe) 

+ •S Xyys Num'Cls ,3- ^+2/ = ^ ^^l (^P^ Cls . Numa =a; . 
Num&=y . a/<b =/\ .'^a,b. z= Num(aub) ] Df 

•51 a,6fiCls . arb=/\ .3 Num(aw&) = Num a + Num 6 
•52 » .3- Num(aw&)+Num(a<>6) = Numa+Num6 
•53 » » Num(aw6) = Numa+Num(6-a) 
•54 ir,î/,3^fi Num'Cls .3- x+y = y-{'X . x+{y+z) = (x+y)+s 
. 0+07=0? . x^x+y 
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•55 rreN^ .3. x+ NumNo = Num No 
•56 NumNo + NumN^ = NumN, 

X '6 x^y s Num'Cls .3- ^Xy = 1 Z3[ a,6£ Cls . Numa =«? . 
Num 6 =y .^^afi. z= Num(aîb) ] Df 

•61 a,6eCls .3- Num(ai?>) = NumaxNumft 
•g2 ir,?y, je Num'Cls .^. œy=zyx . x(yz) = {ocy)z . 

x{y+z) = xy+xz 
•63 xe Nq .3 ^'X Num N^ = Num N^ 
•64 Num N^ X Num N^ = Num Nq 

r^ -7 a:,2/£ Num'Cls .3 ^^ = ^ ^^[ ^?&fi Cls . Numa =a; . 

Num& =y .Z^a,b. z= Num(aF6) ] Df 

•71 a,&£Cls .3- Num(aFb) = Numa r^ Numft 

'72 aeCls .3- Num(Cls''a) = 2r^Numa 

•73 2^NumNo = NumNo^NumN^ > NumN^ 

•8 meNj ry, Numa=m .=. a (af l—m)rcp Df 

•8i meNj r^, Num V'tn =m 

•82 77ijnéNi .3 Num(l-m F V"n) = m** 

•83 méN, O- Num(No F l-/>i) = Num Nq 

•84 Num[(NoF 0-n)\n ^N 0] = Num N^ 

|G. Cantor, Ein Beitrag zur Mminigfaltigkeitslehr^ey JfM. a.l877j 

La bibliographie de ce sujet, très vaste, due à M. Vivanti, est citée dans 
§ <$. La réduction de cett<5 théorie en symboles est encore assez incomplète. 

Continuation: §2 1. §!4. §Np 7. 12^7 %^ §Q70. §3 2. 
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§33 2: = (somme) 
+ - ^ 1-0 mfiN^./fe rfl-(m+l) .3 

M men . ne m+1^^ . fe r f m—n .2)- -^(/i >^"'^) = 

/>>i+/{w+l)...+/n = 2;[/(m+r) |r, O-(n-m)] Df 

•2 HpM .3- -^(/*> m— n) s r 

•3 Hp-1 . ge [(m-n) f (m-n)]rcp .3 -^(/&> w'^) = -2'(/', m-n) 

•^ m,n,p8n . m<yi<^p .feri (m—p) .3 

^(^, m-p) = 2:(r, nv"7i)+2:[r,(n+iy-p] 
'S meNo . /;^£ r f 0-m .3- 

i:[{fr+9r)\r, 0-ni) = 2:(f, 0-m) + Zijo, 0-m) 
•6 7n,n£Ni • ^^ rf(l'"m 5 l*"n) .3- 

2(f,u) indique la somme des valeurs de la fonction f, lorsque la variable 
prend les valeurs appartenant à une classe ti. 

La P-0 définit par induction 2'(/',0-- •??*). La P-1 réduit au cas précédent 
2(f, m- "71). Elle introduit aussi la notation /m+...4-/w, commode dans 
quelques cas, mais insuffisante en général. Car par ex. 1+2-f ...+1 indique 
la somme d'une suite, dont on connaît le premier, le second, et le dernier, 
sans connaître les autres termes, ni leur nombre. 

Les P21 définissent 2'(/*,m) dans d'autres cas. 

On rencontre le signe 2 dans Lagrange a. 1772 t.3 p.451. 
n 

D us la otation ^r fr (Cauchy) le signe 2 porte trois indices m,n,r, 
m 

•3. « Une somme est indépendante de Tordre de ses termes. » 
On peut indiquer le couple formé par une fonction f et la classe des va- 
leurs de la variable par une lettre seule, qui représente une fonction F. 
Ex. Pli 4 20 21 22. 

X ^2. mcN, . f£ r f Q-m . aer .3 
•2 axZ(fy 1-m) = Zlaifr) |r, 1-m] 
•3 m,n£N4 . f€ r f 0— m . ge r f G— n 3- 
2:(f, O-m) X 2:(g, 0-n) = -S |JS: [ (/r X gs)\s, Q-n ] |r, Q-m } 
•4 axm = -Z ? («a F 1-m) Dfp 
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/ S. meN^Q. 
•1 l+2+3+...+m = 2:(i(iem, l-m) = w(7n+l)/2 
•2 ^(2r+l)|r, 0-m] = l+3+5+...+(2m+l) = (m+1)» 

{ -i-'â Pythagobas ; Voir Theon Smyrnaeus p. 27, 28 } 
•3 ^[r(r+l) [r, 1-m] = w(m+l)(w+2)/3 JAryabhata P21{ 
i -i'[r(r+l)(r+2) [r, 1-m] = m(w+l)(m+2)(w+3)/4 
} ALQacHâNî a.l589 p.247 j Continuation : §/7 7M 

f^ ^ 4. w,neN, . s« = ^ (r^lr, 1-n) .3 
•i Si = n(n+l)/2 [ = P31 ] 

s, = n(«+l)(2n+l)/6 

t ARCHIMEDES IJeqI 'Hkx<3v PIO ; ÂBYABHATA P22: 
c Le dernier terme, celui-ci plus 1, celui-ci plus le nombre des termes; du 
produit de ces trois nombres prenez le sixième, c'est le volume de la pile 
des carrés. > | 

S, = [n(n+l)/2]« = s.» 

{ NicoMACHUS a.50 Arith. n 20. Aryabhata P22 j 

s, = w(n+l)(2n+lX3?i'+3n-l)/30 

[ ALQâCHâNî p. 247 j 

i FERMAT a. 1636 t.2 p.69 : 
« Exponantur quotlibet numeri in progressîone naturali ab unitate; si 
a quadruplo ultimi, binario aucto et in quadratum trianguli numerorum 
ducto, demas summam quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
quadratorum a singulis. » ) 

S, = n\n+l)'(2^z»+2n-l)/12 

s. = n(w+lX2n+l)[3n»(?i+l)M3/ï*+3n-l)]/42 

s, = n'(n+l)"[3n'(7i4-l)'-2(2n»+2n-l)]/24 

} Wallis a.l655 t.l p.381 j 
s, = n(n4-lX2n+l)[5n»(n+l)»-10n"(n+l)»+3(3n'+3n-l)]/90 
s, =iz n*(n+l)»[2M'(n+l)'-57i'(/i4-l)"+3(2n«+2n-l)]/20 
s,, = 7^(n^-lX2/^^-l)[3nXn+l)*-10^»(n+l)'+17n«(n+l)» - 

5(3n*+3/i-l)]/66 
s„ = n>(n+l)T:2n*(n4-l)*-8/i'(n+l)'+17n«(n+l)*- 

10{2n*+2n-l)]/24 
j Jac. Bernoulli a.l713 p.97 j Continuation: §C 7-3 §B -3 

•2 5s^ = s,(6s— 1) SSj = 4(sJ'— s, 7s^ = 12s,s, — 55^ 

s, = 2(s,)"— s, j Jacobi, cfr. Briefwechsel zwischen 

Gauss und Schxihmacher t.5 p.299 a.l863 } 
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12Gs,)'=i:16Se— 5s^-hs, 

{ Amigues AnnN. s.2 t.lO; IdM. a.l894 p.29 136j 
2s, = 4s,'--3s,'+s," 2s, = 3s,"— Si* [Lucas a.l891 p.249 j 

^ 5-i maN, O- 2:(2r+l)»|r,0-ml = (m+l)(2m+l)(2in+3) 
^[(2r4-l)»|r, 0"'ni] = {m+l)\2m*+4m+l) 
\ IBN Albanna a.l275 j 
•2 œe N„' O. a (N,«F 1-9) ^ f3{x= Zf) \ Waring a.l782 

p.349; Jacobi a.l851; Dm: OLTRAMAREa.1895 IdM. p.31 j 

^ 6. a fier . meN^ .3- 

i AhMÈS N.79: 7+49+343+2401+16807 = 7x2801 = 19607 
Note, Les nombres 7, 49, ... sont les puissances de 7; on ne voit pas d'où 
TA. a tiré le nombre 2801; si, selon Eisenlohr, il provient de la division 
(7*— 1)/(7— 1), alors on a la formule précédente. | 

{ EucLroES IX P35 j 

meS^ . œ^j/yde r f 1— m r^. 
•2 i:{a^, 0-m) X -2:(î/*, 0-m) — [2:{xy, 0-m)J = 

Z\2:[{œr Vs - X, yr )'| s, (r+l)-m] |r, 0-(m-l)t 
•3 2:(aa?y 0-m) x 21{af, 0-m) — [Z{axy, 0-m)J = 

2:\Z[ar as{Xr Vs — Xb Vr f \Sj (r+iy-ïu ] |r, 0-(m— l)j 
« 7-i n£N,.3l[/,(n+l)-2n] = 4(-l)7r|r,l-2n] 
j Catalan JdM. a.l875 s.3 t.l p.240 j 

neN^.asnfl'-n .3 r^ir3[a?**+^(a^a?**~'*|r, 1-n) =0] 3 ^ 

^ 10 n^N, . oc (0-9)f(0-n) .3 
a^...a^afi^ = a,-+a4X+a,X'-l-...+-a^X'* = ^( a^X** |r, 0-n ) Df 

^ofe .wr les systèmes de numération. 

Cette P donne la définition symbolique de notre système de numération. 

Le mot « chiffre » correspond au symbole 0"-9. Si a et 6 sont des chiffres, 
(à) désigne aX+ô. Mais par la §XP1*0, ab a aussi la valeur aXb. Cette re- 
présentation par le même signe do deux objets différents, commune à tous 
les livres, n'a pas apporté des sérieuses difficultés; et en apporte moins dans 
notre travail, où figurent rarement les nombres écrits dans le système 
décimal. 
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Les anciens Egyptiens avaient des sig'nes pour indiquer les unités des 
différents ordres. Un nombre est alors exprimé comme somme de ces unités 
(M. Cantor, p. 44). Si Ton remplace les sig-nes qui représentent 10, 100, 1000... 
par X, C, M, le nombre 1898 sera représenté à la façon des égyptiens par 

,^ CCCC XXXX IIII 
^1 CCCC XXXXX IIII 

Le même système fut en usage chez les Babyloniens, les Phéniciens, etc. 

Les Etrusques et les Romains ont représenté 1 par I, 10 par X, 100 
1000 par des signes, qu' on a dans la suite déformés en C et M. Ces signes 
sont, selon M. Lindemann, d'origine égyptienne. Ils ont introduit des si- 
g-nes, moitiés des précédents, pour représenter 

5 = V, 50 = L, 500 = D. 

Les Grecs ont attribué aux lettres de leur alphabet une valeur numérique: 
o = l,/? = 2, .,., i? = 9, j = 10 

« = 20, A = 30, ... q = 90, ^ = 100, a = 200, .... ,o = 1000, .... 
P. ex. .aœqti' = 1898. 

Le même système de numération est encore en usage chez les Arabes, 
concouramment aux chiffres indiens; ils ont remplacé les lettres grecques, 
de a à -T, par les lettres arabes correspondantes. 

Dans ces systèmes un nombre est exprimé par la somme des nombres re- 
présentés par les signes simples. 

Les anciens peuples ont aussi fait usage de chiffres négatifs, indiqués 
par la position à droite du nombre supérieur chez les Etrusques, à gauche 
chez les Romains, par un signe spécial chez les Babyloniens. 

Les Chinois et les Japonais se servent de signes simples, ayant la valeur 
de 1, 2,... 9, X, C, M, par lesquels nous les remplaçons. Les signes pour 
représenter 1, 2, 3 sont 1, 2, 3 barres, comme chez les Egyptiens et les 
Romains. Le nombre 1898 est exprimé, sauf la forme des signes, et en 
substituant les lignes aux colonnes, par 1M8C9X8; c'est-à-dire comme somme 
et produit des signes simples. 

Dans tous ces systèmes il n* y a pas de 0, ni de valeur de position des 
chiffres. L'introduction du 0, l'indication des puissances de la base par la 
position des chiffres, et la suppression des signes simples pour les re- 
présenter s'est opérée chez les Indiens vers l'a. +400 (M. Cantor, p. 569), 
d'où elle s'est répandue chez les Arabes vers l'a. + 800, et en Europe vers 
l'a. 1200. 

La valeur de position est la même, soit chez les Hindous et les Européens, 
dont l'écriture est dirigée de gauche à droite, soit chez les Arabes, dont 
l'écriture est dirigée en sens contraire. 

Dans TA. chinois, cité à la P2 du §|^, il y a le 0, et la valeur de position 
des chiffres, qui ont à peu près la forme 

_!. JL jn ira 1 H Tir nn 

012345678 9. 
Cette forme, semblable à la notation des Romains, est la représentation 
graphique du « Soan pan » ou abaque des Chinois. 
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La division des nombres en tranches de trois chifiFres nous vient des 
Romains, qui comptaient par milliers. Les Grecs comptaient par myriades, 
ce qui correspond à lire les nombres par tranches de 4 chiffres. Ainsi opère 
Archimedes, dans r« Arenarius » {xpaiifilxt^ç) pour lire des nombres jusqu'à 
64 chifiFres. 

La numération parlée appartient au domaine de la philologie. 

Ariabhata a attribué une valeur numérique aux sons de la langue san- 
scrite, afin d'apprendre par cœur des tables de trigonométrie et d'astronomie. 
(Cfr. RODET, Journal Asiatique, a. 1880). On a proposé des systèmes ana- 
logues chez nous. Voir F1898 PllO. 

Sans changer la base du système de numération, Cauchy, par l'intro- 
duction des chiffres négatifs, a réduit de moitié le nombre des chifiFres 
{Œuvres s.l t.5 p.434). 

Pour réduire les conventions sur les chiffres au plus petit nombre pos- 
sible, il faut choisir pour base de numération le nombre 2. Ce système 
de numération a des propriétés curieuses. 

Deux signes suffisent pour indiquer les nombres dans la base 2; p. ex. 
un signe visible, et l'absence du signe, pourvu que la place soit suffisam- 
ment indiquée. P. ex. si l'on adopte les signes . et ! pour indiquer et 1, 
ou le signe . pour indiquer une place et ! pour indiquer l'unité, les premiers 
nombres seront indiqués par . ! !. !! !.. !.! !!. etc. 

L'objection que dans une base petite, augmente le nombre des chiffres 
qu'on doit écrire pour représenter les différents nombres, n'est quon apparente. 
Car un nombre écrit dans la base 2 est aussi écrit dans les bases 4, 8, 
16,..., si on le décompose en tranches de 2, 3, 4,... chiffres. 

Groupons 8 chiffres à la fois, et disposons-les circulairement, dans l'ordre 



on a : 



543 

781 ^=1 -=2 '=4 ^=24 ^=255 «^=1900 

Pour lire rapidement les nombres ainsi exprimés, on peut faire corres- 
pondre aux 256 chiffres de la base 2* autant de syllabes faciles à prononcer. 

P. ex. donnons aux signes : 

.! ! !! ! !! !.! I!! ! .... 

les valeurs h d g f p t k i 

et à ....! ! !! ! 1 !! 

les valeurs a u o l m s, 

et à leurs groupements la syllabe qui résulte de leur suite, en convenant 

de prononcer e lorsqu'il n'y a pas de voyelle. 

On peut même faire des conventions, par lesquelles toute syllabe soit 
représentée par un chiffre ; on rencontre ainsi un système d'écriture que 
nous avons développé dans : 

La numerazione binaria applicata alla stenografia^ TorinoA. a. 1898. 
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Les calculs dans la base 2 s'efifectuent rapidement si Ton représente les 
unités des différents ordres par des dames sur une li^ne du damier. Ex : 

= !!..!.!! = 203 = pas. 

La table de multiplication se réduit à 1x1=1- On peut adopter les bandes 
de papier. 

La division s'exécute sans les tâtonnements nécessaires dans notre système. 
(Leibniz, MathS. t.7 p.223-243). 

Legendre a. 1797 p.229 adopte la numération binaire pour calculer des 
grandes puissances. 

Voir aussi E. Lucas, Récréations matJiématiques, a.l891 t.l p. 145. 

^ 11. m,7ie N, . as (0-9)f(— m -n) r). 

«n ^n^i - «i ^0 • ^-i ^-i ••• «-« = 2:(a,X>, —m -n) Df 

Le développement d'un nombre rationnel selon les puissances positive-s et 
négatives de la base 60 se rencontre chez les astronomes babyloniens et les 
géomètres grecs (voir §jrPl'3); elle est encore en usage dans la division des 
angles et du temps. 

Regiomontanus (a.l436 *^1476) en supposant le rayon du cercle trigonomé- 
trique = 10', a supprimé tout signe pour indiquer la partie décimale d'une 
fraction. 

François Vi été (a. 1579) dans son Canon Mathematicus indique la partie 
décimale par des chiffres plus petits et soulignés. Il écrit 314,159,255j55 ce 
que nous écrivons 314 159*265 35. Il a aussi exposé les avantages des frac- 
tions décimales {universalium inspectionum etc. p. 17). 

Simon Stevin dans sa Disme (a. 1585), écrit (p. 208) 

^1 ® ^ (C) ^ ® * (ï) ^® ^^® ^^^^ écrivons 941-304. 

Joost Bûrgi (a.1552'^1632), selon Keppler, a séparé la partie entière 
de la partie décimale par un angle droit (voir Mercator §iog 1*3), ou par 
un point. 

Le point en haut est d'usage commun dans les traités anglais contempo- 
rains. Selon cette notation, on supprime la partie entière, lorsqu'elle est nulle. 

> 1^ ^ 20. m,ne Nj . œ,ye r F 1-n . afie R F 1-w .3 

•4 {2 a^Z }f)^(,Z xyi [P6-2.d.:P] 

•2 n{i:af)^{i:cof [ p-i . y=:i .3 P] t Cauchy a.l821 p.372 I 
•3 {2 aa^{i: af)'^{Z aœyf [P6-3.D.P] 

•4 (2;a)(2; ax"^ ^ (2; axf [ (i | y)P-3 d p ] 

•5 n'»"*(^a*^)^(^a)~ 
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Num ^ 21-1 us Cls . Numi^ sN^.fSTtu .3 
2:(f,u)=ix3[gs (uf 1-Numi^)rcp r)g . x=: Zifg, l-Numu)] Df 

•2 uBC]s^.fe Ytu. Num[ w^ X3(fx -=0)] fiN, . 3- 

2:(/;w) = 2:[/; vr^x3{hx -=0)] Df 

•3 i^£ Cls'r . Numw eN, .3- 
2^1* = 1 X3[ fe {u f 1-Numt*)rcp r)f. x= Hif, 1-Numw)] Df 
•4 Hp-3 .3 Xu = ^(idem, u) Dfp 

•5 ne Cls'N, . Numî^ fi N, . /fe {Nofw)sim .3 2:(/;w) = Zif'u) 

La P-1 est la Df de 2(f,u), si w est une classe finie. Cette somme est 
la valeur constante de 2^(fg, l***Numw), quel que soit Tordre g des u, 

Ex. : §! 6-5 8 §^ -1 §Dtrm -0. 

P'2. «Si la classe u contient un nombre infini d'individus, mais si le nom- 
bre des individus de la classe u, auxquels correspond une valeur non nulle 
de /, est fini, alors Z(fyU) indique la somme des valeurs de la fonction f, 
lorsque la variable prend dans la classe ti les valeurs auxquelles correspond 
une valeur non nulle de f. » Ex.: §E 2*2 §mp 2*0. 

P'3. «Soit u une classe de nombres, en nombre fini. Hu indique leur 
somme». Ex.: P22, §1 P7-3, §mp 2*5. Voir §limlO. 

^ 22. ne 2No+l 3- Num{t(?,ir,.v,:2;)3(t(;,rr,y,jfi2No+l . w*+oc^+ 

I JaCOBI a.l834 t.6 p.245: «Sitndatus numerus quilibet impar 
positîvus, sint porro w,x,yjj numeri impares positivi, numerus solutionum 
œquationis 4n = tow-^xx-\-yy'\-sj 

«quatur summœ factorum ipsius n. > | 
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X - 4è 1-0 meN, . /■« r f 0-(»t+l) Q. 
i7(/^, 0-0) — /-O . /7(/; 0-(w+l)) = n{f, 0-m)xf{m+l) Dî 

n\2:)%2:vi 

•7 meN, . /"fi r f 0-m Q: /7(/; 0-m) =0 .--. Oe f 0-m 

f* ^ 2-1 Hpl-O.neN, .3 77(/'(^n, l-OT)=[ZZi(/; l-m)](Vt 
•i neNj+1 .3 /7[(n+l)-2n] = /7t(2a;-l)|a;,l-n]x2'' 

Num ^ 31 aeN, .3 i7(N«a/N,)» = a|^Num(N,'>a/N,) 

•2 m,w£N, .3- Num (1— m F 1— «)siiii = i7[m— 0—(n— 1)] 
1.168 (l-'-mF l"'n)8im s'appellent les " arrangements simples n k n dus 
nombres 1"'to" . 

^ ^ 4-1 m,neNj 3 

(n+2)^177(r+ 0-nJ|r, 1-wj = i7[m+ 0-(n+l)] 
[Fermât t.l p.341: 

« In progressione natarali, quae ab unitate sumit exordium, quilibet nurao- 

rus [m] in proxime majorem [x(»»+l)] facit duplum sui triang^uli [^2x(lH-2+ 

..+m)]; in trianguium proxime majoris, facit tripliun suae pyramidis; in 

pyramidem proxime majoris facit quadruphim sui triangulo-trianguli ; et sic 

aniformi et generali in infinitum methodo. > | 

•2 ue (r-tl)fl— n 3- 

1 = ^|«y/7t(l+M.) |s, 1-r] \r, 1-n! +/[^(l+«.) |s, 1-»] 
j Nicole ParisM. a.l727 p.257 j 

^ 10. n£N,+l.a5,yeRFl-«.aeNiFl-n 3 

•3 {i:cuioj^2i:a)^l{2:af{Za)-\n{a^a) 

•S (l+a?,)(l+a;0...(H-icJ > l+a;,+a?.+...+a;„ 
•6 £ce R«(l— R) f 1-» 3 (1— a;J(l— a;^...(ï— !r„)>l— a;,— 05,...— a;„ 
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§35 ! = (factorielle) C = (combinaisons) 

No + X * 1-0 0! = 1 : a£N,0.(a+l)! = a!X(a+l) Df 
•01 a,6gNo O- û^+&! = «+(&!) • ^-&! = ^-<b\) . 

axbl = ax{b\) . a/b\ = a/(b\) Df 

77 -03 m€N^r).m\ = nV"m Dfp 

-^ote. Le signe ! a été introduit par Kramp, Éléments d'Arifhm. a. 1808. 
G au s s a indiqué la même fonction par Uni] les anglais écrivent |j!^. 

•4 afisN, .3 ^(^+ l'"&) ^ N,x 6! j B. Pascal t.3 p.274: 

« Omnis productus a quotlibet numeris continuis est multiplex productl a 
totidem numeris continuis quorum primus est unitas.» | 

'1 4 a,béN, .3 (a+6)! e N,x(a!X6!) [ =P«1 ] 

^ 2. aer.neN.ry -0 C(a,0) =1 Df 

•01 C(a,n) = n[a— 0-(n— 1)] / n! Df 

•1 nfiNo . me n+N^ .3- C{m,n) z=ml/ [n! (m — -n)!] Dfp 

^ofc. La fonction C(m,n), ou Cm,n, qu'on peut lire * nombre des combi- 
naisons de m objets, pris n hm^ (Pascal), se rencontre aussi sous les formes 

I — (Euler), {m)n (Cauchy), ( j (Raabe), m» , etc. 
•2 C(-a,n) = (— l)"C(a+n-l, n) |Euler PetrA. a.l784 p,86 j 

^ 3. m,neNo O- ** CX^w,0) = 1 . C(m,l) =m . C(w,m) =1 
C(0, n+1) =0 . C(m, m+n+1) =0 

•2 C(m+n, m) = C(m+n, n) j Pascal t.3 p.28y : 

c I. Duo quilibet numeri aeque combinantur in eo quod amborum aggre 
gatum est. > | 

•21 C(m+1, n+1) = C(m, n+1) +C(m,n) 

^ofc. Cette P, avec les C(m,0) =1, C(0, m+1) =0, permet de définir 
par induction dovbU, la fonction C. 

•3 C(m+n+l, n) = C(m+n, n)X(m+n+l)/(m+l) 
C(m+n, 7i'\-\)=z C(wî+7i, n) X/>i/(n+l) 
C(m+n+l, n+1) = C(m+n, n) (m+n+l)/(n+l) 
I Pascal t.3 p.289 j 

F, 1901 6 
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Num ^ 4. >n,neN4 .3 
•0 Num(l-m F l—m)rcp = m! Dfp 

Les (l--m F 1 •m)rcp 8*appellent les ** permutations des nombres l'-m ". 
i Num[Clsl-m ^ a?3(Numa? -=n)] = C(m,n) Dfp 

•2 Num[(No F 1-m) ^ 0:3(^07 =w)] = C(mH-n— 1, n) 

j Frénicle ParisM. a.l693 t.5 (p.lOl de Téd. de 1729) j 
Les objets dont on prend ici le nombre, s'appellent « combinaisons avec 
répétition des nombres l'-'m,n à n ». 

2 ^ 6M meN, . as N,F(l-m) Q- (-^«)! « N,X/ï(a!) 
•2 t2€N, 0. l\rlr [r, 1-nj = (n+1)!— 1 
•3 .3 l\r/(r+l) ! |r, l-nj = /(n+1) ! 

^ 6. n^,7^£^^^ 3. 
M :i;[C(>M+r,r)]r, 0-«] = v[C(m+r,m)|r, 0-n] = C(m+n+l,n) 
I Tartagll\ a.l523; General trattato etc. a.l556t.2 p.l7: 
«... la prima progressione viene ad essere un 'uni ta per termine in questa 
forma 1.1.1.1.1.1. . . . 

.... l'ultimo termine di ciascuna di dette progression! viene ad esser 
la summa délia anciana progressione... *\ 

•2 teNo 3. C(m+n, k) = 2[C(m,r)xC(n, k—r) |r, 0-k] 
•3 m,7i£r . teNp 3- ^hs '3 
•4 v:[C(m,r)|r, 0-m] = I(C, tm i 0-m) = 2"* ' 
JHerigone a.l644 t.2 p.l22: 

«Trouuer l'aggregô de conionctions faites en toutes manières. 

Soit faite une progression en raison double commençant à Tunité, qui aye 
autant de termes qu'il y a de choses proposées, et de la somme de tous les 
termes soit soustrait le nombre des choses, le reste donnera le requis. » t 

•5 2!C(m,s)|,s, (0-mn2No)t = l\C{m,s)\s, (0-mK2No+l)} = 2'^-* 

I Jac. Bernoulli a. 1713 p. 104} 

^ 7. afiyCET . m,n£Nj 3- 

La PI exprime la « formule du binôme ». Si par C(w,r?.) on désigne les 
coefficients du binôme, elle est une identité. Tartaglia a indiqué comment 
on peut calculer ces coefficients; voir §[^2 1. 

•2 (a+6r= vî[C(m,r) (a+rc)"~^6(&-rc)''-*] |r, 0-mj 
j Abel a.l826 t.l p.l02 j 
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•3 (w+l)2(l-wr = 

[ 21C(m+l,r)X-^(l-«)r |r, 0-(m-l)| = 

I\l[C(m+l,r)sr |r, 0-(m— 1)] |s, l-n| = 
2'i[(l+5)"»+i— (7n+l)«»«— «m+i] |jî, i...n| z= 
(w+l>~+i— l-(w+l)2'(l-n)'» ] 

) Pascal a.l655 t.3 p.309 j 

•4 l\[(Xn,r)Y |r, O-nj = C(2;i,n) j Lagrange a.l770 t.2 p.l82: 
l+n«+[n(H-l)/2]»+.. . =[1X3X5.. .(2n-l)/(lx2x3...Xn)]2n| 
•5 l\{—iy[C(2n,r)Y\r, 0-2n| = C(2n,n) jLucAS a.l891 p.lSSj 
•51 2|(-l)lC{2n, r)]' |r, 0-2nj = (-in3n)!/(n!)« 

= (— irC(3;z,n)xC(2n,n) 
) DixoN Mm. a.l890 t.20 p.79 j 
•52 a,w8N,0. l\[C(n,r)f\r,0'"n\ e {n+l)x^^ 

\ ViVANTi Zm. a. 1888 t.33 p.358 j 
•6 (l+x+x^"^ = llix'^-'+x'^^^ X-iIC(m, r+2s) xC(r+25, 5) 
\s, 0-m] |r, l-TAij + a?*" X2|C{m, 2s) xC(2s, s) |5, 0-mj 
I EULER a.l778 PetrNA. a.l794 t.l2 p.47 | 
•7 n\ = 2t(-l)'"C(n,r) (n-r)** |r, O-nj 
î EuLER PetrNC. a.l768 t.l3 p.28 j 
•8 l/(l'"n) = l[(-lY^V{n,r)/r \r, 1-n] 

{ JoH. Bernoulli a.l740 CorrM. t.2 p.35 } 
^ 8. m,w£N, . as rFV"m Q. {2:ar = 

2:\[nï/n{u\, l-m)] xn(a^[^u^ |r, 1-m) \u, (N„F l•••7n)r^w3(2:w=n)j 
} Leibniz a.l678 ?; voir Mss. Mi^/?. III A 3 foL16; 
MathS. t.3 p.175,192; t.5 p.380; t.7 p.l78 } 
j Bernoulli Joh. a.l695, (Leibniz MathS. t.3Tp.l81): 

«Esto... polynomium quodcunquc s-\-x-\-y-\-z etc. elevandum ad potentiam 
quamcunque r ; Dico coefficientem tefmini s^ x^ y^^ z» etc. fore 
r . r— 1 . r — 2 . r — 3 . r — 4 .... 1 
1.2.3...a X 1.2.3... 6X1.2.3.. .cXl.2.3...e & * ■ 

^ 9-1 mfiNi.aeRFl-m .'^. 

2:\ (nr)x{2:rxar k, (il « r-l)F(l-m) { = 2~X m\ xHa 
i Gergonne Ann. a.l81&-17 t.7 p.l65 } 

^ 10-i meN, . w£ RF 1-m .3 
(l+w,)(l+^^.)...(l+^ J < l+U^^Vl!+(^^)y^!+...+(-2:wrAi! 
{ Pringsheim ma. a. 1889 t.33 p. 142 j 

Continuation : §Np 9 §D 6-3-6 §S 6-6-7 §e 5-21. 
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§36 mod sgn 

n ^ 1. aeN.O. 
'0 mod(4-a) =a . mod( — a) =a . modO =0 Df 

Note. La fonction «moda» (module de a) se rencontre sous la forme «mola» 
(moles a) dans Leibniz, MathS. t. 7. p.219 ; 

sous la forme que nous adoptons dans Argand a. 1814 Ann, de Gergonne 
t.6 p.208, et dans Cauchy, Exercices a.l829 t.4 p.47. 

Le mot « mod » se rencontre déjà dans Gauss a.l801, pour les congru- 
ences. Il a d^autres significations dans la théorie des fonctions elliptiques. 
Par cette raison Weierstrass a. 1856 t.l p.302, a proposé de rappeler 
« absolut^ Betrag », et a.l876 t. 2 p. 78 Ta indiqué par |aj. Cette notation 
est contraire aux conventions sur les fonctions, §f ; le signe « mod > 
n'apport€ pas ici des ambiguïtés. 

a,b£n .3- '* moda = ? Nq^ x3{ a= +x .y. a= —x ) Dfp 
•2 moda fi N^ '3 mod( — a) = moda 

•-4 mod(a4-6) ^ moda-+-mod6 

X •» mod(aX6) = (moda) X (modo) 

r ^ 2-0--5 = (R,Ro,r)t(N„No,n)Pl-0--5 

a,&fir .3* '6 a-=0 .3 niod/a = /moda 

[^ -7 mëS^ .3. (moda)** = mod(a'*) -8 men . a-c=0 .3 ThsP-7 

.9 moda = modo . = . àh=lf \ Leibniz ïbid,: # Quantitates duae 

diversae, eandem molem habentes semper habent idem quadratum. » | 

i: n :i^ 3. mfiN, ./firF(l-m).3. 

M modiZf^ZmoAf -2 mod/7/"z= ZJmod/' 

^ 4-0 afiR .3 sgna =1 . sgii(— a) == — 1 . sgnO =0 Df 

Cette notation « signum a » a été introduite par Kronecker Wérke, t.2 p.39 

a,6fir r). i sgna etly^tOy (( — 1) -1 1 sgn(— a) = —sgna 
•2 sgn(ax/^) = sgnaxsgnft -3 a = sgnaxmoda 

•4 sgna = sgn6 3- sgn(a+6) = sgna 
•5 sgn(a4-b) = sgna .=. sgna = sgn& .y. moda > modft 
•6 a,b -fi cO 3- sgna = sgn& .=. sgn(a6) =1 .=. sgn(a/6) =1 
•7 a-=0 .3- 8gn(/a) = sgna 

•8 . men 3 ^S^ ^^^ =^^ • ^S^ ^''*^* = sgna 

Continuation : §/î P2-6, §Q P80, §A PIC, §Lm 40, §lim P18, P24, 

§contP101, §qnP3, P41, §SubstP3, §vct P9-2, P15. 
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§40 max min 

> # 1. w,t?£ Cls'N, . a,6eNo O- 
•0 maxt^ =11 ur^ œsiye u^œ J^y. ocr>y) Df 

maxu := « le plus grand (maximnn) des a », 
minu z= « le plus petit (minimun) des u ». 

H max ta =a . -il a>6 r^. max(ea y ib) =a 
•2 ^u . meNo . -a i(r{m-[-'N^) r^. a f maxw 
a i maxw . a c maxt? .[3- '^ max(èA^) = max(^ maxw y c maxi;) 
•-4 max(w+^?) = (max2^)+(maxr) 
•5 max(wxt?) = (maxw)X(max^) 
'6 max(îef^!?) = (maxw)|^(maxt?) 

n # 2. u,ve C\a*n . afien Q. Pl'O-U 
R ^ 3. w,t?£Cls'R. a,66R.3 Pl-0--l,-3--5 

•2 Numw 8N, .3- 3 * maxi^ 

•6 we Cls'(l+R) . v8 CIs'Nq . a c maxu . a c maxv .3 ^1'^ 
r ^|f 4. (r I R)P3-0-U 

mu 11-14. (min, »|(max, OPl-0--l,-3--6 . P2-0--l,-3--* . P3 . P4 

11-2 ue Cls'No . au .3 a * minu 

12-2 w8 Cls'n . aw . m^No . -a t^m— N^) O- ^ ^ minw 

•5 w£ Cls'n . a i maxw .3- niin( — u) = — maxw 
1 3*7 ue Cls'R . .3- niin /w = /msixu 

^ 15 w£ Cls'N, . ne^, Q. 
•1 min^w = minw . min^^^w = min[w^a»(a;>min^w)] Df 

minnu indique donc le n»*»»w nombre de la classe u, en les disposant 
dans Tordre croissant. Ex. §Dtrm P3. 

•2 afiNi.weNi+l .NumN4^a/N4) = m.r8l— m .'^. 
min^(Ni'vi/NJXmin^_^(N4<vi/NJ = a 

Continuation : §quot, §Dvr, §mlt, §Np 10, §mp, §Q82 83, 
§cres -8, §cont 2-3, §D 4-i 
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§41 quot rest 

N, X > max ^ 1. afieN^ . c,déN, r): 
•0 quot(a,c) = max[No^ X3{œc ^ àj] Df 

quot (a,c) et rest {a,c) sont le quotieût et le rest de la division de a par c. 

Le dividende est a, le diviseur est 6. Le cas de a=:0 se rencontre p. ex. 

§Dtrm 81. On peut remplacer les signes quot et rest par les signes E et/J 

qui suivent. 

'i quot(0,c) =0 . quot(c,c) =1 . quot(a,l) =a . quot(ac,c) =a 

•2 qnoUadf cd) = q\iot(a,c) '3 quot(a, ccf) = quot[quot(a,c),d] 

•-* a<;c .=. quot(a,c) ==0 : a^c .=. quot(a,c) fiN^ 

•5 a>6 .3 quot(a,c) ^ quot(6,c) 

•51 c>d .3- quot(a,c)^quot(a,GO 

•6 quot(a+6, c) ^ quot(a,c) + quot(6,c) 

• 7 quot(a(?+6, c) = a4-quot(6; c) 

rest ^ 2. Hp P'I Q. 
•0 rest(a,c) = a— cXquot(a,c) Df 

•01 rest(0,c) = . rest(c,c) =0 -02 rest[rest(a,c), c] = rest(a,c) 

+ •! rest(a+c, c) = rest(a,c) 
•1 1 rest(a+&, c) = rest[64-rest(a,c), (?] 
•12 r.est(a4-6, c) = rest [rest(a,c) + rest(b,c) , c] 
: \ 3 r est(a,c) = rest(&, c) .=. rest(a4-cZ, c) = r6st(6+d, c) 

> '14 ckCjc O- rest(a,c)=a •IS a>>(? .[3- ^>2rest(a,c) 

X '2 rest(ad, crf) = dxrest(a,c) -21 ae N^xc .=. rest{a,c)=0 
•22 r6st(a6, c) = rest[rest{a,(7) xrest(&,(?) , c] 
•23 rest(a,c) = rest(6,c) .3- rest(arf,c) = rest(6rf,c) 
•24 rest(a+&c, c) = rest(a,<?) 
•25 rest(a+6, (?) = rest(&,c) .'^. aeN^Xc 
•26 rest(a,c)+rest(?>,c)£NiXc .[3. a+ôcN^Xc 
P' -3 rest(a',6) = rest(a,6) . rest(a^j4)£i0sjil 
•31 meN^ .3 rest[(a+c)"*, c] =rest(a'*, c) 

- ^5 rest(a,c) £ 0-(c— 1) 

2 '6 a? £ N^Fl-zn .3- rest(2;a?, c) = rest[2 rest(a?,c), (?] 
•7 a:£NjFl^"m .3- rest(/Za?, c) = rest[i7rest(a?,c), c] 
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quot rest ^ 3. 
•1 ç, reS^ . a = cq+r . r<ic r^. q= quot(a,c) . r= rest(a,c) 
•2 quot(rest(a,c), c] =0 . quot[rest(a, cd), c] = rest[quot(a,c), dj 
•3 rest(a,c)H-c X rest[quot(a,c), d] = rest(a, C(i) 
•4 a^:^ . quot(a,c) -£ dX Nj . 3 : 

rest(a, cd) > rest(a,c) . rest(a, (?rf)— rest(a,c) € cX^t 
•5 quot(a+6, c) = quot(a,<?) + quot [6+rest(a,c), c\ 
•6 quot(a,c) = quot(a, (?+^ •=• rest(a,c)^[quot(a,c)]xd 
•7 c>d r^: quot(a,c) = quot(a, c— d) .=. 

(?— rest(a,c) > [quot(a,c)+l]Xcî 
•8 qaot(a,c) = quot(a+&, C+&) .=. rest(a,c)^ [quot(a,c)— 1]X6 
•9 maxN,'\»3Jquot(a+a?,c) = quot(a,<?)j = c— rest(a,c)— 1 



§42 E = ( Entier de ) /S = ( partie fractionnaire de ) 
r ^ 1-0 (ver r). Ex = i n^ ^3(^ ^ ^ < >3^+l) Df 

j^b^e. La notation Ex a été introduite par Legendre, Théorie des nombres, 
II édition p.8 a.l808. La notation de Gauss a.l808 t.2 p.5, est [x]. 

•1 xer r^. Ea?£n . Ea?^a?<Ea?+l . EEa? = Ea? 

•2 œen r^, Ea? =a? 
+ .3 a?,yCT O: E(.r+y):5Eâ?+Ey : a?>y.3E^:5Ey 
— --4 XB r-n .3* ^^ + E(~^) ^== ""1 

a?8n .3 Ea7 + E(— a?)=:0 
X -i Ea?yz=E(a?y) Df 

/ -6 xëSi r^. E[(Ea?)/a?l— 1 = Ea;+E(— a;) 

•7 a?£R . acN, .3. E(a?/^) = E |(Ea7)/aj 

V ^ 2-0 xeR . aeN, .3 2:t[E(a?+r/a)] |r, 0-(a— l)j = Eax 
\ Bertrand Arithmétique a.l851 p.l09 j 
•1 a?£r . aeN, . -a [^x(l*"a)]^n .3 

2:\ (E ra?) |r, l-aj + 2:î[E(r/a7)l |r, 1-E (ix\ = a^ax 
\ Gauss a.l808 t.2 p.7 ( 
•2 xer .3 Ea? = ^t[E(V2' + A)] k, N, } 

=E( V2+/2)+E(V4+/2)+... 

I Cesàro Excursions Arithm. a.l885 p.36 j 



88 E_l 

max -3 xer r). Eœ = max[n « y3(y<;a?)] Dfp 

quot -4 a,&fiN, Q. quot(a,6) = E(a/6) Dtp 

E ^ 3. œ,yer r). -0 fix = œ—Ex Df 

Zehfuss (Grunert Archiv, a.l850 t.27 p.l2) a introduit cette fonction fix\ 
la lettre /î est Tinitiale du mot « Bruchtheil » . Elle a été indiquée dans 
P1898 par Sx. On l'appelle aussi « mantisse », c'est-à-dire « excédent ». 
Wallis, Opéra a. 1693 p.41 : c Ejusque partes décimales abscissas, appendicem 
voco, sive mantissam » . 

•4 yen Q. fi{x+y)=zfix ii fi(po+y) = fi{fix+fiy) 

•2 xen.'^.fix+fi{—x)=0 -21 a>en .3 px + fi{—x)=l 

•3 0:s;/Sa7<l -34 P(x+y)^fix + fy 

•4 yen .3. fi{xy) = fi(yfix) 

•5 afiN, .3 E oo? = axEx +lS(afix) 

•6 /2 — mod(/8a? — /2) = min mod(a?— n) = mod(a?+Ea: — E2a?) 

rest -7 aybelS^.^.Test{afi) = bxfi(a/b) Dtp 

Continuation §Q 84, §e 3. 
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§43 Chf = (chiffre) 

E /S ^ xbR Q: 

Chfo? = EX^X-'o; = X/8X""*Eû7 = Ea?-XEX"*a: = rest(Ea?,X) Df 

Note. « Chf» » qu'on peut lire « le chiffre de a? » , représente le chiflTre des 
unités de se, dans la base X, que nous lisons dix. En conséquence, Chf(X» as) 
signifie « le chiffre qui suit de n places le chiffre des unités. 

Le symbole «Chf» est tiré du français ; car «cyphra» signifie (Euler). 

•1 Chfo? e 0-9 Chf %" = tOsjclsjc4sjibyjc6^i9 

a€(2NX5NJ O. Chf a* =6 aeNH2N,H5N,) O- Chfa*=l 

'2 a,béS^ .3- 
ae 2No .=. Chfa e 2No : as 5No .=. Chfa e 5No 
ae 3No .=. 2[(Chf X'^a) |r, NJ e 3No 
» 9 » » » 9 

aeftxN, .=. 2[(ChfX'"'a)xrest(X'',&) |r, N^] 8 ôxN^ 
j Pascal a.l654 t.3 p.312 j 

Ces formules expriment les '^ caractères de divisibilité des nombres *'. 

•3 a,neN, Q: Chf a» = Chfa . Chfa"+* = Chfa" 
Chf a* =6 .=. Chf X-*a* e 2N,+1 
ma (4No)w(4No+l) O- ChfX-*7*=^ 
7n^ (4No+2)y(4No+3) O. * * 4 
•4 a (m,n)3[m,weN, : pe m+N^ Q,. Chf(X'ir) = ChfCX^-'^a?)] 

} Wallis a.l685 t.2 p.364 : 
«... post processum (Reductionis Fractionum vulgarium ad Décimales) 
aliquatenus continuatum, redeunt iidem numeri, et eodem ordine circulantur 
quo prius... semper, si non ci tins, post tôt locos uno minus quot sunt in 
Divisore unitates ». | 

Sibt-el Mâridini a.l500 (BM. a.l899 t.l3 p.33) a rencontré quelques 
firactions sexagésimales périodiques. Wallis a. 1657 (t.l p.224) a calculé 
quelques fractions décimales périodiques ; mais il a énoncé les principaux 
théorèmes seulement dans Touvrage de l'a. 1685. 

Continuation: §lim P26. 
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§44 Dvr 
N, X max ^ 1. u^ve Cls'N, . a,6,c,dfiNj .3 

} » zzi (le plus grand commun diviseur des w)j 

Les notations D(a,6) et m(a,6) qu'on rencontre dans Lebesgue, a.l8ô9 p.8, 
ont été adoptées par Lucas, et par d'autres. 

Nous les emploierons dans ces deux §; mais dans la suite nous adopterons 
les notations plus claires, bien que plus longues, Dvr et mit. 

•01 ne N,+l . ^^ NjF 1-n .3 Do; = D(ir'l-n) Df 

Ex.: P-22, §mlt Pl-5-6 

•02 D(a,&) = D(eaw«6) Df)? 

\ Dia=a . D{a,a)=a . D(l,a)=l . D(a,&) = D(6,a) 

•41 as N,X& .3 D(a,6) =6 
•12 a,&£ N,xc .3 D(a,b) £ N,xc [Euclides vu P2: « èàv àQiûfjAg 
âvo àQiûfxovç /Â^STQfj, xal ro fiéyiaxov (xvrdSv xoivbv juéjQOv /zetQi/jaei » } 



•13 D(ac, bc) = 0<D(a,&) •! 31 D(a,6) =1 3. D(a^, 6c) =c 

•u a& e N,xc . D(a,c) =1 3 ^^ N,xc 

•1 5 D(a, bxc) = D[a, 6xD(a,c)] 

•16 D{a,c) =1 3 D(a6,c) = D{b,c) 

•17 D(a,&) =1 . aeNjXc 3 D(6,c) =1 jEutîLiDES vn P23{ 

•18 JXa.c) =1 . D(&,c) =1 .=. D(a6,c) =1 JEuclidès vu P24j 

•1 9 D(a;C) =r D(6,c) == D{a,d) = D(J),d) =1 3. D(a6, cd) =1 

i EucLroES vn P26 | 
•20 a£N,x& . aeNjXc . D(6,c) =1 3 ût^NjXftc 
•21 D(b,c)=l 3 D(a, &XC) = D(a,6)xD(a,c) 
•22 D(a,&,c) = D[D(a,&), c] \ Euclides vn P3 J 

^u 3 '^ ^^ ^ ^1 

[ ufi Cls'N, . vzr Nincc3(wDN,Xac) O- l«v . §a Pl-1 .D- a« (1) 

Hp(l) . msu .13. -a vfim-\S^) . (1) . §max Pl-2 .D. a < maxt; (2) 

(1) . (2) . Elimm . Elimt; O. P ] 

•31 i3N,Xa 3 Di^eN.xa ^32 D(wxa) = axDw 
aw . ar .3 *33 D(?^^y) = D(Di*, Dr) 
•34 D(<iXt?) = (Dw)x(D?;) IStieltjes a.l895 p.4j 
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+ Ml TKa+b, b) = D(a,6) j Euclides vn PI } 

[ §X P2-2-3 O- n»«[ N,n X3{a,bt N,X«)] a= max[N,^<»3(a-f6, 6 e N,Xx)] -D- P ] 
•i 2 D(a, a+1) 1=1 [ P-41 .3 D(a, a+l) = D(o,l) . PI O- P ] 

•13 D(<H-ôc, 6) = IKa,b) 

M 4 r)(a,6) =1 . D(6,m) =1 . D(a,n) =1.3. D(a&, am+6n) =1 
. -18 D(a,&)=l .3 D(a+&,a6)=l 
•16 a>&.D(a,&)=l .3 D(a— &,aô)=l 
•1 7 D(a,6) = D(a+Î»n, a+5/n+6) = D(a+&m, a+&m— 6) 

— •ai TK2a—l, 2a+l) =1 
•22 oe 2N, . be 2N,+1 . a>5 .3 JX.a+b, a—b) = D(a,5) 

•23 a,be 2N,+1 . .3. = 2D(a,6) 

•24 a>&.D(a,6)=l 3. D(a+6, a— 6) = tl w<2 

/ •a D(a,&)=EKc,<^=l • a/b=c/d 3^ «=<? • &=<* 
•31 a/b = c/d. D(a,ô) =1 3. c/a = d/5 = D(c,cO 

} -S'Si Euclides vn P20,21 j 
•32 D[a/D{a,b) , b/D{a,b) ] =1 
•33 a,b,ce 2N,+1 3 D(a,6,c) = D[(a+&)/2,(a+c)/2,(6+c)/2] 

(^ -4 D(a,6) =1 3. D(a"*,&") =1 t Euclides VIII P2,3 1 

•41 D(a,&)=l 3j 

D(a*-fab,6*)=l . D(a*+6' ,a&) =1 { Euclides ix P15 j 

•42 a>& . D(a,10) =D(6,10) =1 3. a'+ft» elON, .w o'-ft* e ION, 
•43 D(a,6) =1 . D(a+6, 3) =1 3. D(a4-&, a'— aft+ft*) =1 
•44 D(a,ft) =1 3- (Ni+1)'^ (a*+6')/N, 3 N,»+N.» 
•45 afis N,-N,' . a6 e N,' 3. D(a,&) >1 

I Leibniz a.l678 Math. Schr. t.7 p.l22 } 
•46 D(a,&)=l 3: 

N.«(a'+&')/Ni3(4N»+l)u2 . N.'^(a»+6')/N.3(8N„+lM2 
•47 D(a,6) =1 3. N,« [aK2"')+6r(2"')]/N, 3 (NoX2-+'+l)a2 

1 EULER PetrNC. t.l a. 1747-48 p.32 | 
•48 N,« (2*"+ 1)/Ni 3 16;iN„ + 1 
•49 D(a,6)=l.ate4Nj+l 3. NA«'^+&2^)/N3(8a&nNo4-lW 
{ •48-49 Lucas TorinoA. a.l878 t.l3 p.281 j 

Num •» D(a,b) = Num 1-6 '^ a;3(aaj eN,x&) 
rest •& a-e N,6 3 IX^ïjW = ^[6, rest(a,6)] 
•61 D (a,&) =D[6, &— re8t(a,&)J 
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E -7 a,6£N, . Dvr(2a+1, 26+1) =1 -3 
2|lEr(2a+l)/(26+l)]|r,l-6J+2J[Er(2&+l)/(2a+l)l|r,l-aj=a6 
j Gauss a.l808 t.2 p.7 j 

n ^ 3-0 W6 Cls'n . a iwO .3- 1^^ = maxfN^^o^w^ nxa?)] Df 
•01 D(^0) =0 Df 

• 1 ue Cls'n .3 I^(w^ tO) = D w . Di^ = D mod u 
•2 a,&,C£n .3: a (a?;î/)5(^,î/6n . ax+by=c) .=. c£nxD(a,&) 
•3 ajCen . béN^ . D(a,&) =1 .3 ^ 0-(6— 1) « 003 {ax^c c nft) 
•4 afijcen . D(a,b) =1 . u^ven . au+bv =lc .3 

XyyE n . aa?+62/ =<^ •=• 3 1^ 5^3[a;= w+6 ^ . y= v^as] 

R ^ 4-0 w£Cls'R.3Dw = max[Rr^a;3(ONtXir)] Df 

•I a,h,ce^^ .3 D(a/t?, &/^) = [D(a,&)] /c 
\ Bertrand a.l849 p. 105 { 
Uyve Cls'R . aw . a?; . aeR . ncN^ .3 '2 D(wXî^)= (Dw)xDt?) 
•3 (Dw)-= D(0 -4 D[afHO-n)] = [DClja)]** 
( Barrieu AnnN. a.l895 t.l4 p.214 j 

Continuation: §mlt 1-41 2-2, §nt -9, §Np 12, §*, §Dtrm4-4. 



§45 mit 

Nj X min ^ 1. u;cs Cls'N, . a,&,c,d£N, 3 
•0 mltw = mu = min[ N,^ œsiyeu .3 -^fiN, X y) ] Df 

{ ^ = (le plus petit multiple commun (^es w)} 
•01 ne N^+l . xe N^F 1-n 3- ^^ = °^(^' 1'"^)^ ^^ 

•02 m(a,6) = m(mw^6)=min(axN,^&XNj) 

•1 m^a=a . m(a,a)=a . m(l,a)=a . m(a,&) = m(&,a) 

•11 ae NjX& 3 na(a,&) =a 

•12 c£ NjXa . (?£ NjX6 3 ^^ N, X m(a,&) j Euclides vn P35 

•13 miaCj bc) = cxm(a,6) 

•2 m(a,6,c) = m[m(n^,6), c] \ Euclides vn P36 j 

Num^^ £N, 3- *^ ^^ ^Nj '31 m{uxa) =z axmu 
•32 y£w -3/ • ^^ NjXy 3 ûteNjXmw 
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Numu, Numi? eN, .3 '33 m(tM?) = m(mw, mv) 

•34 m(wxt?) = muxmv j Stieltjes a.l895 p.4 ( 

•35 neN^+l .3 m(l-2n) = m[(n+l)-2n] 

Dvr -41 D(a,6)=l O- m(a,&) = ax6 { Euclides vu P34 } 
•42 D(a,6)xm(a,6) == ax6 { » * ' 1 

•5 iy{aybjC)xm{ab,ac,bc) = abc 
m ^D 

B{(i,b,c,d)xm{abc, àbd, acd, bcd) = abcd 

m D 

•51 HpPOl Q. 

Hx X m\{nx)/x , !• -n] = flic . ma; xD[(/7ir)/ir , 1-n] = /7a? 
•6 m{afiyC) JXciyb) TXflfi) D(&j^) = àbc IHa,b,(f) 

} -S-^e Lebesgue a.l859 p.31,34 j 

•7 a,b,m,n^e N^ . a;"*— 1 6 N^xa . a?**— 1 e N,x6 . D(a,&) = 1 .3 

a:^m(m,n) —1 e N^xaxô 
•8 [N„ teNjXa, D(a,&), m(a,ft), 1] | [Cls, oTyby ahb, aj), /\] 
§1 P4^2-4-5 5^2-^64 6 Ti'Â §2 §3 

Cette P'8 dit que les P de Logique que nous venons de citer subsistent 
si l'on remplace Cls par N^, ** tout a est 6 ** par ** a est un diviseur de 6 ",.... 

R ^ 2-0 ue CIs'R .3 mu = min[R^ xsiu"^ ^/NJ] Df 

•4 afijCe Nj 3- nDi(V^ y V^) = [na(^>&)] A 

j Bertrand a.l849 p.l07 } 

•2 afisR 3- D(a,6)xm(a,6) = ab \ » » » } 

a€ Cls'R . Numa eN^ 3. 

•3 Daxm/a=l 

•4 rcR 3- IX^^) = ^Da . m(ra) = r ma 

•5 seN, 3. D(a') = (Da)' . m(a') = (ma)' 
néN^ . ae R F 1-n . se 1—n 3- 

•6 D|//(a,w) |i^, Cls'V"nr^x3(N\xmx = s)\ X 

m( znn— s)j =i7a 

j •3--6 Barrieu Mathesis a.l883 t.3 p.217 } 
u^ve Cls'R . NxxmUy Numi; eN^ . asB, . naN, 3- 
•72-74 = (ra|D) §Dvr P4-2--4 j Barrieu AnnN. a.l895 t.l4 p.214 j 
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§46 nt dt 

/ R min ^ 1. afisR . 3 
•1 nta = min| N^^o^a ^^^ysix/y ==a)] j Df 

•2 dta = minj N,'^2/3[aN,«a?3(a;/i/=a)] j Df 

•3 nta, dta eN, . dta = nt(/a) . nta = dt(/a) 
•4 nta. = min[N,'^ N,xa] . dta = min[Nj'^ N,/a] Dfp 

•5 nta = axdta . dta = nta /a . nta/dta =a 
•51 a£N,x6 .=. ntaeN^xntft . dtbfiN^Xdta 

î V. Murer. Bollettino diretto da A. Conti, a.l900 t.2 p.lO | 

•6 a+b £Nj .3- ^^ = ^^^ • ^~^ ^^1 O- ^^ =^ ^^^ 
•7 meN, .3- dt(m+a) = dta : f7C>a 3- dt(m— a) == dta 
[^ -8 m£N, 3 nt(a'*) = (nta^ . dt(a"*) = (dta) 
•81 yne N^ 3: aeBT .=. nta a N^"* . dta £ N^"* 
Dvr mit -9 Dvr(nta, dta) =1 
•91 nta = /Dvr(ï, /a) . dta = /Dvr(l, a) Dfp 

•92 — = /mlt(l,a) — = /mlt(l,/a) Dfp 

•93 a£ Cls'R . Numa £N, 3 I^^ra = Dvr(nt'a) /mlt(dt'a) 
•94 » » » 3- ^^^ = mlt(nt'a) /Dvr(dt'a) 
t Barrieu Mathesis a.l883 t.3 p.217 } 

^ 2. a,teN.3. 

•1 nt(a/&) = a/Dvr(a,b) •s dt(a/6) = &/Dvr(a,6) 

•3 Dvr(a,b) =1 .=. a= nt(a/6) .=. b= dt(a/b) 

•4 nt(a/6) = mlt(a,&) /b -5 dt(a/6) = mlt(a,6) /a 

nt a = « le numérateur de a » 
dt a =: « le dénominateur de a » 
en supposant que le nombre rationnel a soit réduit à la forme plus simple. 
Voir A. Padoa RdM. a.l898 p.90-94. 

Continuation : §Np P14 §mp 3. 
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§51 Np = (nombre premier) 

X ^ 1-0 Np=(l+NO-[(l+N,)X(l+N,)] Dt 

•1 2,3,5, 7, ll,...aNp 

I Voir : Burckhardt , Table des diviseurs pour tous 
les nombres du preryiier, deiusième, troisième piHUon, 
Paris 1814-1817. 

Glaisher, Tables des diviseurs pour tous les nombres 
du 4"^, 5»^, &^, million. London 1879-83. 

Dase, Table des diviseurs pour tous les nombres du 
7"^, 8^y 9"^ million. Hamburg 1862-1865. 

Dase et Rosenberg, Id. du 10^ million. Archiv der 
Akademie, (non publiée) Berlin. 

•2 a£Np.6,cfiNj.&(?£N,X« O- be'S^Xct'^-ce'Î^^X^ 

\ EucLiDES VII P30 : 
^Eàv ôvo àQv&jÀol JioXXaTzXaoïàoavreç àXXrjXovç noidyoi riva, rbv de jevô- 
uevov i^ avTCov u^Qfj tiç jiqcùtoç àQiûfiôç,xal îva xo5v ê^ àQxfjç jU€rQijoei.\ 

•3 Nj+1 ^ NjXNp j EucLiDES VU P31 : 

"Ajtaç ovv&eroç àqi&jibç vnb jiqcûtov uvbç àgid/nov /nergéiTai. j . 

'^ 2(N,+1) 3 Np+Np j GOLDBACH a.l742 CorrM. t.l p.l35 ( 

G. Cantor (Congrès de Caen de l'A.F., a.l894) a vérifié que 2x(2-500) D 
Np+Np ; V, Aubry (IdM. t.3 a.l896 p.76) que 2X(2-1000) D Np+Np. 

— « 2-1 Np^(N,+3)D(6N.+l)w(6X-l) 

I BUNGUS a.l599 p.399 : «...sempcr ... numeri prinii poBt bina" 
rium et ternarium, in senariorum multiplicium vicinia collocati comperien- 
tur, aut uno minores, aut uno majores. » | 

•2 a£Nj+-3.3 a Np ^ (à+-NJ ^ (2a— N,— 2) 
j Bertrand JP. a.l845 Cahier 30 p.l29. 
Dem. Tchebychef a.l852 Œuvres t.l p.52 j 

h ♦ 3-i oe 14-N4 . -a Np ^ X3{ a^^a . ae N,X^ ) O- ^ Np 

I Leonardo Pisano a.l202 p.38: 
«Qui primum numerum... cognoscere voluerit... semper eat dividende ipsnm 
per primos numéros ordinate, donee aliquem primum numerum invenerit, 
per quem propositum numerum absque alia superatione possit dividere, vel 
donoc ad eiusdem pervenerit radicem: si per nullum ipsorum dividi potuerit, 
tonc primum ipeum esse indicabit. » | 
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•2 Np^4N,+l) D N/-I-N,» { Girard a.l634 p.l56: 

< Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de Tunité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » | 

•2 i apfi^ £ N^ . a'-hô* = ^-f-d* . a*+b* sTifp .'^. iayib= cc\éid 

\ Fermât t.l p.294 : c Numerus primus qui superat unitate qua- 
ternarii multiplicem, semel tantum est hypotenusa trianguli rectanguJi > | 

•22 a£Np^(4N^+3) .&,C£Nj .b^+(f£^,xa Q. &,C£N,xa 
( Fermât a.l640 t.2 p.204 : 

c Si un nombre est composé de deux quarrés premiers entre eux, je dis 
qu'il ne peut être divisé pas aucun nombre premier moindre de Tunité 
qu'un multiple du quaternaire ». 

Continuation : §mp 1*7. 

•3 Np '^ (3N,+1) 3 N,'+3N,« ( FERMAT a.l654 t.2 p.313 { 
NpM(8N,+l)o(8N„+3)]3N,»+2N,- { * • | 

Np rs [(8N,+1) sj (8N,^1)] 3 N,>-2N,- 
Continuation : Legendre a.l797 tables 3 et 4. 

'4 2*— 1, 2'— 1, 2*— 1, 2'— 1 £Np j EucLiDES IX P36 scolia } 
2"-l, 2"-l, 2""-l 6Np 
2"-^l s Np { EULER BerlinM. a.l772 p.35 j 
2'* — 1 e Np [Pervouchine, Acad. S. Petersbourg, a.l883 } 
2»+l, 2"+l, 2*+l, 2'+l, 2"+l e Np Voir §|^ P5-6. 

7X2"+1 £ Np j Seelhoff Zm. a.l886 t.31 p.380 { 

•5 ncN, .3 (2^)'*1 +1 £ Np 
j Gergonne a.l828'Ann. t.l9 p.256; Dem? j 

•6 me Nj .^r m*-f-4 £ Np .=. m=l [ §|s P14-25. 6=1 o.P ] 

{ GOLDBACH a.l742 CorrM. t.l p.l39 ; S. Germain a.l772 p.296 1 

•7 a£ Np . ftjneNj . &** £ N^xa .3 b£ N,xa {Euclides ix P12j 

•7i . a** £ NjX6 .3 b£ af^N, j » » PIS} 

•8 méS^ . 2'*+l eNp .3 m£ 2[^N, | Fermât a.l640 t.2 p.205î 
[ ps 2Ni+l . wfiNi . §^ 5-7 O. 2n^P+l £ (N4+1)X(2»»+1) .3 P ] 

•9 a£ Np . b£ (1 4-N,) -(N.Xa) .3 b""*— 1 £ N,xa 
{Les chinois ont connu cette P pour 6=2, dès le temps de Canfucim, 

a. —550^—477; cfr. Heans Mm. a.l898 t.27 p.l74î 
( Fermât a.l640 t.2 p.209 : 
« Tout nombre premier mesure infalliblement une des puissances — 1 do 

quelque progression que ce soit, et l'exposant de la dite puissance est 
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sous multiple du nombre premier donné — 1; et après qu'on a trouvé la 
première puissance qui satisfait à la question, toutes celles dont les expo- 
sants sont multiples de l'exposant de la première satisfont tout de même A 
la question. »\ 

j Dera. Leibniz MathS. tl pAbA: Euleb PetrC. a.l736 
t.8 p.l43 ; PetrNC. t.8 p.70 j 
•91 aeNp.V^N, 0.(6-4-^^ — 6" — <?" e N,xa 
I EuLER PetrNC. a.l747 t.l p.20 j 
^ 4-J mes, . 4m+l s Np .3. m»*— 1 e NoX(4m+l) 
j BiKMORE a.l896 Ed. Times^ t.65 p.78 j 
•2 me 2f^N, Q: 2'"+! ^ Np .=. 3l\2;^(m— 1))+1 e N,x [(2[^/?0+l] 

{ Proth CorrN. a.l878 t.4p.210 ( 
•3 meN, . 2"*— 1 cNp Q. mcNp JFeumat a.l640t.2p.l98j 
•4 qe No . 4ç+3 , 8?+7 6 Np O • 2*^^'-l s (8g+7)N, 
t Lucas TorinoA. a.l878 t.l3 p.283 j 
^ 5. mya,b,c£Ni . pe Np^2 . ^ . 
•1 a^'+b" £Np O. m£2[^No 
•2 a" — b"* £ Np .3- ^^ Np . a= ft+l 
•3 N,^ (a^-^b VNO[Nr(^-&)/NJw(N,Xy)+l) 
•4 N,^(2^-l)/NONoXp+l 
•S a^'~*+b^^ £ N^Xp . D . afis N^xp 

î -l-'S EuLER PetrNC. a.1747-48 I p.20 j 
•9 asN . 2a+l cNp . bc n - n(2a+l) . j. 

(-.6)«_1 £ n(2a+l) .=. be n" + (2a+l)n 
j Legendre a.l797 N.134 } 
Les nombres n'+an s'appellent « résidus quadratiques de a » . 

•2 œsO-'lb .'^.a:^+x+ll sT^lp j Euler Op. post. t.l p.l85 j 
•3 xe 0-39 .3. x*+x+il e Np } Euler BerlinM. a.l772 p.36 | 
•4 x£ 0-28 .3. 2a?'4-29 £ Np j Legendre a.l797 p.lO j 

Nura ^ 7-1 Num Np £ infn j Euclides ix P20 : 

01 TtQonoi àoi&fJLol TiXelovç elalv navxbç rov TtQore&évxoç nXij&ovç 

jzQcSxœv àgt&inœv. j 

•2 Num Np^(4N4+3) £ infn 

•3 Num Np«(4Ni+l)£ infn Continuation: P12-7 

•-t Num '{Np«[2^(2^NJ+l]J£ infn 

j E18EN8TEIN a.l843 JfM. t.27 p.87; Dem? j 

F. 1901 7 
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IMatrot, Revue semestrielle a.l900, tS^ p.40j 

•2 m£Nft.n£N4.peNp^2. ç£ l-(p— 1) .3 
vj7f{;m(p— l)+ç]|r, l-(/2p— l)î eNjXp 
[Pappit, Revue semestrielle a.l900, t.8^ p.40| 

•3 neNj .xeia^F 1-n . ae Np O- (20?^— v(a?^) c N,xa 

/7 ! C ^ 9m a£(N,+4)-NpO-(^-2)!eN,xa 
•2 aeNp .3 (^—2)! —1 s N^xa 

î Leibniz Mss. Math, t.3 Bll fol.lO: 

« Productus continuorum usque ad numerum qui antepraecedit datum di- 
visas per datum relinquit 1, ... si datus sit primitivus. Si datua sit deri- 
vativus rclinquet numerus qui cum dato habeat comniunem mensuram 
unitate majorem. » j 

•3 as 1+N, . (a— 1)! +1 e N^xa .3. as Np 

} Lagrange a. 1771 t3 p,432 j 
•4 aeNp 3- (ût— l)!+l€:N4Xa [ Wilson, VoirWARiXG 

a.l770 p.218 ; Dem. Lagrange a.l771 t.3 p.425 | 
•5 as Np .=. as N^+l . (a— 1)!+1 s N,xa [ = S'4t ] 

•6 aeN, . 4a+l s Np 3. [(2a)!]* +1 s N.x(4a+1) 
•61 » . 4a— 1 » » — » —» 

j WaRING a.l770; a.l782 p.380 : * Sit n numerus primus ... 

i ( ubi erit +1» quando ^ fît par 

n 

numerus, sin aliter — 1) intogri erunt numeri. »| 

j Dem. Lagrange a.l771 t.3 p.431 j 
•7 aeNp . bs l-(a— 1) .3. C(a,6) s N^xa 
[Leibniz Maih. Schr. t. 7 p. 102: 

c Si numerus rerum sit primitivus, combinatio ejus quaelibet per Ipsum 
dividi potest, dempta prima et ultima. » | 

•71 a£Np.6£0-(a-l) .3. CCa-l ,6) £NoXa+(-l)' 
•72 a£ Np -^2 . 68 2-(a— 1) 3. CXa+1 , &) € N,xa 
j •71-72 Lucas AJ. a.l878 t.l p.229 j 

•73 Hp-7 3. C(a-2, 6-1) s N,xa — (-1)*X6 
•8 7is N^+1 . as Np . xs N^Fl-n . Hx s N^Xa 3 
a V"n « r3{x^ e N^xa) 
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min ^ 10-i afil+Ni.3min[(l+N,)'^(a/NJ]£Np 
aeNp . be (N,+l) -N^xa Q- 
•21 min[N,^a?3(6"— le axN,)] e Nj^(a— 1)/N, 

I Fermât voir P3-9 j 
•3 asN, O- min[(N,+iy^ x3{al+l e a?XNJ] e Np^N^+a) 

Ei? » 11. 

•i aeN, .3 a! = /Z}/Z[/7|Np ^n 0-E(.s-*x »] |.s, NJ |r, NJ 
j TCHEBYCHEF a. 1852 Œuvres t.l p.53 j 
m,n£Nj .peNp .3- 
•2 C(m,n) £ il |C[p/î(m//^0 , p^(»///)] | r , N, j + N,X/) 
•3 (Xm,n) £ C[E(m/p) , E(n/P)]XC[/9Am/p) , pP{n/p)]+^,Xp 
t •2-3 Lucas a.l878 AJ. t.l p.230 j 

Dvr ^ 12-i b£Np.a£N,-(N,x6) .3 Dvr(a,6)=l 
[ EuCLiDES VII P29: 

"Ajiaç 7iQ(ÔT0ç àoi9^àç Tiobç &7tnvTa Aoi9jn6v, ôv fit] jhetobT, Tiganoç iauv.\ 
•2 teNp . a£ l-(6— 1) .3 T>yr{n,b)=l [ i>i .3 P ] 

•3 a,b£ Np . a ^=b 3- Dvr(a,&) =1 » » 

m,yi,a,6£N^ . pe Np 3- 
•4 a"+b" £ Np 3. Dvr(w2,;0 £ '2^'N, \ Lucas a.l891 p.342 j 
•5 a'^—b"^ £ NjXp 3- «hDvr(??i, p— 1) — i;[^Dvr(w2, p— 1) £ N^xp 

{ EULER PetrNC. a.1747-48 t.l p.20 j 
•6 a,6£N, . Dvr(a,fe) =1 3. Num[Np ^ {a+ N,X'>)] e infn 
jLegendre a.l808 p.398; Dera. Dirichlet a.l837 t.l p.313 j 
•7 Nura[(aî;?/>?(J7,v€Nj . a;// =a . Dvr(a?,.y) =:1 . x<j/)] = 

2fi;Num(Np « a/N,) —1] j Legendre a.l797 p.8 j 

nt ^ 13. p£ Np . p>S 3. 

•I nt2;/[l-(p— 1)] £ p'X^^ \ OSBORN a.l»92 Mm. t.22 p.51 t 
•2 ntv/(l-(p— 1)]« £ pxN, î Glaisher a.l900QJ. t.31 p.337 j 

Continuation: §mp -41, §* -6, §Nprf, §lim31, §log3-l-2. 
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[^ max ^ 1. aeNj . bs N^+l Q. 

•0 mp{&,a) = inax[ N,*^ a;3(a£ N, X &^ )] Df 

Mi mp(b,l)=0 

mp(6,a) z= « l'exposant de la plus grande puissance (maxima po testas) 
de 6 qui divise a ». En général (P*4l et suivantes) 5fi Np. 

• 12 mp(&,a) = 7 No ^ X3[ae (6*xN,H6*^*xN,)] Dfp 

• 1 3 [O-x = N, « y3(a£ ft^'xN,)] Dfp 

•2 a-€N,X6 O' nip(î^,a)=0 -3 a€N,X& O- nip(ft,a) eN, 
Dvr -4 tr^N, . Dvr(6,<?) =1 .3- nip(&,a) = mp(6, oc) 

Np '41 ae Np . 6,C£Ni .3 iïip(«, bc) = mp(a,i;)+mp(a,c) 

•5 as NjXft '=^' ^£ Np . ^x . mp(a?,6) ^ mp(a?,a) 

•6 meN, .3-*- ^^ N,"* .— : xe Np . 3-^ • nip(a?,(7) f X^X'>2 

•7 oc No»+N,» .=: p6 Np ^(4N,+3) O,- n^P(P.«) ^ 2No 

t Girard a. 1634 p.l56 j 

•8 a7£Np .3- mp[.r, Dvr(a,6)] = min[mp(a?,a), mp(a?,&)] 

'9 a;€Np .3* ^Vl^f inlt(a,b)J = max[mp(vP,a), mp(a:,ft)] 

« 2-0 p£ Np . aeN, .3 mp(p, a!) = ^^![ E(«/p01 1^', N,i 

= E(a/p)-HE(a/iJ»)4- 

{Legendre a.l830 t.l p.ll j 

i ds N, 3- ^= ^t [^ rap(a?,a)] \x, Np j 
•2 » Num(Nj^a/N,) = /7[[mp(a7,a)+i]|j?, Np \ 

{Wallis a.l685 t.2 p.498: 

« Si fiât NumeruS) ex continua Multiplicatione quotcunque numerorum 
Primorum (in ter se diversorum) aut quarumvis Potestatum talium Primorum: 
Numerus Divisorum numeri sic compositi, componitur (continua multiplia 
catione) ex Primorum illorum, eorumve Potestatum sic compositarum, Ex- 
ponentibus, Uno, singulatim auctis. » 1 

•3 u£ Cls'Nj . au .3- Dvrw = n\[a^ min mp(a?,î*)] |a?, Npj 
•4 . NumweN, 3' ^^ ^^ °^^^ 
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•3 aeN, .3 2:(N,«a/N,) = 72(J[a;^[mp(a?,a)+l]-l]/(a?-l)}|a:,Np) 

= II\2;[x'\r, 0-mp(ir,a)] \x, Npj 

î Wallis a.l658 t.2 p.814 : 
« Si duorum pluriumve numerorum primorum potestates quaelibet invicem 
ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo- 
nentibus partium snariim aliquotarum additione auctÎH ». ( 

•fi neNj+l .3 aNp^ir3[mp(a?, n!)zz:l] 

! Liou VILLE JdM. S.2 t.2 a. 1857 p.278 j 
•7 neN .xel!^^F l—n . as Np .3- 

iap(a, Ilx) = 1 f mp(a, x^)\r, l'"n ] 

^ 3'i aéR . be N^+l .3 mp(6,a) = mp(6, nta)— inp(&, dta) Df 

C'est-à-dire : mp(&,a) est la plus grande puissance de b qui divise le 
numérateur réduit de a, ou la plus grande puissance, changée de signe, 
qui en divise le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est toujours 
nul car on a (§nt PI '9) : Dvr(nt«, dta) =1. Cette Df comprend celle donnée 
pour le cas où asNj. Alors on a dta=l, il s'ensuit que mp(6,dta) =: 0. 

•2 oeNi+l.&eRO. Pl-5 

'3 meNi .3*- ^^ ^^ •=• ^^Np 3u,- mp(rr,a) s nxm 

•4-5 ae N,+l . bsB, 3. Pl-8-9 -G = (R|Ni)P2'l 

•7 weCls'R. aw 3. Ths P2-3 

•8 . Numw eNj 3- ' *•* 

I -G-T-s Barrieu AntiN. a. 1895 t.l4 : 

•6. « Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés 
d'exposants entiers, positifs, ou négatifs, (p. 96). 

•7. Pour former le plus grand commun diviseur de n nombres, entiers ou 
fractionnaires, on fait le produit de tous les facteurs premiers qui entrent 
dans ces nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible 
exposant, (p. 97). 

*8. Il y a une loi de formation analogue pour former le plus petit commun 
multiple, (id.) ». | 
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§53 ^ 

Nj — Num Dvr ^ 1. a,6£N, .3 
•0 (Pa = Num| 1-a ^ x3[DvY{œ,a) =1 ] j Df 

•01 01=1.^2=1.03=2... -02 0a £N, 

Note. Le symbole 4> a été introduit par Gausa, a. 1801, Werke, t.l p. 30. 
Eu 1er, PetrA. t. 4 II a. 1780 p. 18 a proposé le symbole na. 
C a u e h y l'appelle « indicateur » . 

i: '\ ^^0, Nj^a/N,)=a [Gauss a.1801 t.l p.31: 

«Si rt, a' a" etc. suut omnes divisores ipsius A (unitate et ipso ^ non 
excluais), erit *a-f îPa-f$a"-fetc.=ri4 » | 

Dvr -2 Dvr(a,&)=l .3. ^ab) = {0aX<^b) 
•3 Dvr(a,6) =1 .3. (a^0&)— 1 e &No 

Np A aeNp .[3- 0a = a— 1 

•s — — .rAifiNj .;3. a*" = a^^^^'Ca— 1) 

mp '6 ae Nj+l .3 

0a = /T I [;r[Xmp(ir,a)— l)x(^— 1)] |^, Np«a/N, } 

j -S-'G EuLER PetrNC. a.1760-61 t.8 : 

(p. 85) ... Quoniam hic quaestio est de numeris, qui ad quempîam nume- 
rum sint primi, coque minores, eos commode partes ad istum nxtmemm 
primas appellare licebit. 

... Si numerus propositus fuerit primus =p, numerus partium ad eum 
primai'um est =:jp — 1 . 

Si numerus propositus sit potestas quaecumque numeri primi =r p« , nu- 
merus partium ad eum primarum erit =7?"— 1 {p — 1). 

(p. 86) Theor. I. Si sint A et B numeri iuter se primi, et numerus partium 
ad A primarum sit =«, numerus vero partium ad B primarum sit =6/ tum 
numerus partium ad productum AB primarum erit =«6, 

(p. 88) Existcntibus scilicct p, q, r, s etc. numeris primis, omnis numerus 
N in huiusmodi forma 

N =: p^ q/^ rv s^ 
comprehendetur ; unde numerus partium ad N primarum erit : 
pX-i (p_l). ç/* - i(ç_l). ;^-i(r_l).s|-i(s_l) 

(p. 103) ... Proposito ergo numéro quocumque N, cuius partium ad ipsum 
primarum numerus sit =/i, quicumque numerus ad N primus pro x capiatur, 
formula x*^ — l semper erit pcr numenim N divisibilis. j 
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§54 Nprf = (Nombre parfait) 

No N, H X / h > •" 2 min Np Nprf 

•0 Nprf = N,'>aJ3t£C=2N,«[V(N,+l)3! Df 

Ln notation Nprf =r (Nombre parfait) ^ (réXetaç àeiOftôç) a été introduite 

par M. Nassô RdM. a.l900 p.ô2, qui a écrit les P'l-'4. M. C. Ciamberlini 

a ajouté les P'5. 

•1 me i2u3uôul ul3 ul7 ul9 u3i u61 Q. 2'"-'(2'"-l) e Nprf 
•2 m,2'"-leNp .3 2"'-'(2"'-l)£Nprf ( Euclides ix P36 j 
•3 a£Nprf«2N, .3 aNir>m3[fl=2"-'(2*"-l)] 
} Descartes Œuvres a,1638 t.2 p.429 j 

•* meNj 3 -aNp^nNprf 

Nprf«2Nt 3 10N„+6wlOON„+28 
Nprf«2Ni-t6 3 9Nt+l 
Nprf'>2N,-<28 3 (7Nj+l)w(7N,-l) 
Nprf'^(10N,+6) 3 45Nj+l 
Nprf«(10Ni+8) 3 30N,-2 
aeNprf'>(10Nj+8) 3 EX-*ae9N, 
Nprf«(496+2NJ 3 (100N,+16) w (100N,4-28 ) u 

(lOONi+36) w (100N,+56) « (lOONi+76) 
ae Nprf 3. 2/[Nj « (a/NJ] = 2 

•S -a Nprf n N J* -a Nprf « (105Ni) 

aeNprf«(2N,) 3. 8a+leN/ 

On ne connaît pas des Nprfr>(2N,+l). 

aeNprf'*(2N,+l) 3. a(m,33)3[meNo.peNp'*(4N,+l) . 
o -t: p"»+'x{2N,+l)'] i LiONNET AnnN. a.l879 p.306 \ 
a,be Np r^ (2Nj+l) . 7n,ne '!>i^ 3. a'^b" -e Nprf 
a,6,c«Np'>(2Nj+l).m,n,peN, 3 a'"6''c'' -e Nprf 
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# = (fraction propre) 

R < -0 Û—Br X3{x<:i) Df 

•01 R-N, =No+d . i-û=d . i?=B/^l-R) 

•i ^x*=d 

[ x,yB& O. ac<l . .v<l O- a?i/<l -3 ^D^ (1) 

xe& O. x<(x+l)/2<l O. 5C£^^ (2) (1).(2) O- P ] 

•il m,=»R=B. . R = î?g/*wa . R = iV^ 

a,teR .3* '2 6<;a .=. be i>a 
•3 ^a = Rr^ X3{œ<:a) — R/^a— R) 

•4 da 3 *b .3- ^^^ [ Hp O. 6-51^6 O. &-e^« D. K&<û) O- Ths ] 
•5 êa = êh .3- «=* [ Hp . P-4 O. a<» . 6^ O. Ths ] 

•G ^(a+6) = 9a + 1?& 

[ §X P2-02 O. ^(«+fe) D ^^+^& (1) 

X£ âa . ys ûb O. j-<a . .y<6 O- ar+j^<a+6 O. ac+y e t^(a-f6) (2) 

(2) O. ^fl+i>6 3 d(a+^) (3) 
(1) . (3) O. P ] 

•7 i>(ax6) = (9a)x(m [ P-l D P ] 

[ §x P302 o. ^(M+v) D *M+^ (1) 

xeu . ysv . zs ^xf% . P-25 O. ze ù{x-\-y) O. 5£ i9(w+r) (2) 

(2) . Elim(x,.y) O- ^"+^y D ^(w+r) (3) 
(l).(3)O.P] 

•81 '9{uv) = {ûu)x{9v) [ P-IDP ] 

•9 ?7?€N,+ 1 .3. ^(*"*)=i? 

[ a:*eR . ac<l O. 5c(Sm <1 O: ^|SmD^ (1^ 

2fR . z<l . §[^ P22-2 O- {l—z]^rn > 1— wj (2) 

.Tf II . x<l . ;:= (1— X /m O- z<l • 1 -w? =.r . (2) O. aî< (1— 3)[^w (3) 
X£ & , ^3) .3 xs ûi^^l^m) (^4) (^1).(4)3P ] 

Note, 

Pour faciliter l'étude des nombres réels nous introduisons d'abord le signe t^ 
qui signifie « fraction propre » . En conséquence, si u est une Cls'R, ûu 
qu'on pourrait lire «fraction propre de quelque u» a la valeur de l'ex- 
pression «nombre rationnel plus petit que quelque u». 



105 



§61 r = (limite supérieure) 
d ^ 1-0 ueCls'B,.^Br^x3(»x = '»u) .3 

l'u = lB^ X3(âx = '&u) = « la limite supérieure des u» Df 
Soit donnée une classe u de nombres rationnels positifs. Lorsqu^il y. a un 
nombre rationnel x, qui satisfait à la condition to = ^w, c*est-à-dire tel 
que la classe des rationnels plus petits que x coïncide avec la classe des 
rationnels plus petits que quelque m, nous désignons ce nombre par I'm. 

M Hp-0 .3 VuéR . '»Yu = '»u 

[ Xyj/sR . ^=:»u . &y=zdtt . §dP-24 O- û?=y (1) 

(l).Hp.§,P'10.P] 

•2 a£R.'^.a=V9a = Yta '3 1=Y» 

•i w€ Cls'R . aéR . #a i=r #w 3» ^= ^''* 
•5 Hp -0 . ysB, .3- 2/< 1'^^ •=• 2/^ *^* 

^ 2-0 i«£ Cls'R . ysR Q: y< 1'?^ .=. yeûu Df Voir 1-5 

Par Df , y < l'w signifie « y est plus petit que quelque u » , même lorsque 
ne sont pas satisfaites les conditions de la PI -5. 

Ainsi se présentent les limites supérieures des classes de rationnels, 
1' '(Cls'R). Si a est une telle limite, et ysR, la relation ^<a a signification. 
Par cette relation nous allons définir les autres relations et les opérations. 

La fonction Tu est ici introduite par abstraction. Nous ne posons pas une 
égalité do la forme: 
Mf Cls'R .3: Im = (expression composée par les signes précédents) Df 
sauf le cas de la Pl'O. Ces limites supérieures sont les nombres réels finis, 
ou Tinfini. 

L'objet r Uj introduit par abstraction, et la classe 6 w, déjà considérée, 
ont plusieurs propriétés communes (V. P3-0); ils diffèrent par la nomenclature. 

Sur les formes données par les différents Auteurs à la définition du 
nombre réel, voir RdM. t.6 p. 126-140. 

La limite supérieure d'une classe joue un rôle très important dans toute 
l'Analyse. Elle est appelée «obère Grenze» par Weierstrass et les ana- 
lystes allemands; Darboux, a.l875 p. 61 l'appelle « limite maximum »; 
Pringsheim, Enq/clopàdie, p. 72, propose de l'appeler « maximum idéal » . 
Notre dénomination qui se rencontre dans Gui 1min a. 1847 (voir RdM. t.6 
p.l37), est conforme à l'usage le plus répandu. 

Mittag-Leffler donne aux mots « limite supérieure » une signification 
différente. Sa lim.sup. coïncide avec notre max Lm, et 1' « obérer Limes » 
(non Grenze) de Pringsheim, qui regrette la nomenclature non uniformCr 
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L*idée de la limite supérieure est fort ancienne ; car elle est la plus simple 
des différentes significations du mot « limite » . Voir 1, A A Lm lim. 

P. ex. Taire du cercle se présente naturellement comme la limite supérieure 
des aires des polygones inscrits. Voir Stifel a. 1544 f.224B. 

afi,ce V'(Cls'R) Q: 
•1 a=b .=. Br X3{x<a) = R'> X3{a><j)) Df jCfr §* P-5 j 
•2 a^b .—. » ^ » Df I » P-4! 

•3 a>6 .=. Aa-^b) Df 

•3i c^b.b^a .3- (0><^ '32 a=b .sé. (KCb jy. a>b 

^ 3. ii.vsCls'R.asR Q: 

•0 Vu = Vv .=. '»u = ûi^ 

•1 l'u = V^ 

•2 a= Yu .=. ^a=:'&u [ pi-2 . PS-o .3 P 1 

•3 Yu ^ Yv ,=. Yv ^ Yu .=. '&U ^ 1^ 

'^ Yu<:^Yv ,=. Yv>Yu .=. ^ÛV'ûu 

co = (rinflni) 

r •* 4-0 00 = l'R Df 

•1 l'N, =x> -2 ue Cls'R .3 Yu ^ 00 

•3 i^e Cls'R . R3 i>/^ .3. Yu=cx> 
'A Uyve Cls'R . if^v . r?^ =00 .3. Yt^ =00 

On rencontre le signe oo dans Vallis a. 1655, t.l p. 297. 

1^ = (limite inférieure) 

r ^ 5. u,v£ Cls'R . asR Q: -0 \u = YR^iu/ê) Df 

Nous définissons lu « la limite inférieure des u » comme la limite supérieure 
des R qui ne sont pas supérieurs à quelque u. 

'i a Rr^ X3(x/ê = u/û) .j^. \u = 1 Rr> x3[x/9 = u/d) 

•li a=\{a/&) = \ta -12 1=1,/* 

•2 1/^ = 1^7^ .=:. u/9 = v/d' -21 l^w = l/V*) 

•3 a=l/w.=. a/d^=.u/d' 

•4 l,î^>l,t7 .=:. a(V*)-(w/*) -41 a>l^w .=. aeu/9 

•5 1 w ^ l;i? .=. w/^ 3 v/d' 

•6 Tw =: 1, R-(*w) 

•7 l'w = l,t? .=. '»u = R-(V*) .=. v/'» = R^(*w) 
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§62 Q = (quantité positive) 
R d r ^If 1-0 Q= r '[Cls'R ^ U3{^u . a R - ûu)] Df 

JVb^e. Le symbole Q qu'on peut lire «quantité positivfe», selon Cauchy, 
indique les limites supérieures des Cls de R, effectivement existantes, et 
telles que leur limite supérieure ne soit pas l'infini. 

Les relations = et > entre Q sont définies dans §1' P2. 

■1 U8 Cls'R . a<^ . a B^9h .3 ^''^ ^Q [PO o. P] 

•2 R 3 Q [ §1' Pi-2 o. P ] 

•3 us Cls'R . :KH .3- 1'^ £ Qw^QO [ PI . §1' P4-3 o. P ] 

A m Cls'Q .3 l't^ — 1' |R n ^.'^la îif> y3(or<y)\ \ Df 

•5 aeQ .3- 3fK ^ X3{x<ja) . aR ^ ,a^3(;r>a) 

Q, e e 2-0 Q^^QweO Df 

•i e = Qrx3{œ<l) Df 

•2 ©=Q^^aî3(a;^l) = ewiOwd Df 

•3 ^=Br9 

+ HH 3. afi,c,deq 3- 
•0 a+b = r ( R^ X3(x<a) + R^ X3(()c<b)] Df j Cfr §d P-6 1 
•i a+& eQ 
•2 a+b = b+a 

[ R^ X3{x<à) + B/> X3{x<b) = Brs X3(x<,b) + Rn a?3(x<a) O- P ] 
•3 a+(b+c) = (a+&)+(7 -4 a=& .=. a+c = b+c 

•5 (Q;No)§+P7 -6 Q+Q=Q 

•6 6>a .=. &ea+Q Dfp 

•7 6>>a .=. 6+(? >> a+c -7 i &>>a . d>>c 3- ^+<^> ^+^ 

•8 i/^a .=. •{b<Ca) .=. b'>a.sj.b=a .=. tea+Qo Dfp 

— mu 11-0 aeq . 6£ a+Q 3 b—a = i Qn o-^Ca+x* =b) Df 
Hp-0 3 -I 6— a^Q -2 a+b''a=b -3 (Q | NJ §— 1-3 

q ^ 120 q = Q w — Q w ^0 } = « quantité * j Df 

« 13-16. (Qo,q)l(No,n)§nP3-6 

a|& 17. a,6£q .3. '0 6>a.=.&£a+Q Df 

•i--2 z= P3-7-8 -3 &>a .=. —6 < —a 
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^ 18. u,ve Cls'q . ofiq Q. 

•0 0= ïu .=. a— Q = u—Q Df 

•Oi 0= l^w .=. a+Q = w+Q Df 
•02 a= ïu .=: -a u^{a+Q} : yea— Q Qy. a î^(y+Q) Dfp 

•03 a=l,w.=: » — » + 1^ — Dfp 

•0^ 4-Qo = l'w.=.w— Qz=q Df 

•05 — 00 =iz 1;^ .=. t^+Q =q Df 

•06 +co = Yu.=^:meq r^m, 3.uf>{m+Q) Dfp 

•07 —00 =2 \^u .=: » » » — » Dfp 
•i aw .3. Tz^ e qw too . 1^?^ £ qw ^— oo 
• H aw . meq . vT^ m — Q^ .3. ï^ e Q . Tw ^ m 
•12 -^ » + l,?^£r/i+Q^ 

•2 aeq .3- ^+ao = qo -|-a z= oo + oo == oo . a — qo = { — 00 )+a 

•=. — 30 — X) ^ — 00 . — 00 <C(l<CA'^ • — ^ <C+^ Df 

•3 Xu, ïv £q .3 r(w+î;) = Ya-^ïv 

[ Hp . PO O- l'w-Q = w— Q . l'y— Q=:w-Q (1) 

(1) . P3-6 .3 l'u+lv-Q = w-ht;— Q . PO .3 P ] 

•3 1 mi . ar .3 l^u^-îy) = Vu+Yv . IJiu-i-v) = \u+\v 

•4 '^n .3 l'("~^^) = ""M^ 

•3 ?Qt!' . aie 3. l'v ^ Yu ^ \u ^ \v 

•6 tO'' • 3^^ • ^^'' -^p- s^^'^^+Ofl) -3 1'^ = 1'^' 

\;a^=i\v 

•7 z^,rf Cls'Q^ 3: l/w+î?) =0 .=. l^w=0 .w. l,t?=0 

* 19. ^ ^ ^ 

•0 a,&£q.a<& .3 

a-6 = qoa?3{a<iz<&) = (a4-Q) '^(6-Q) Df 

a^6= . -^•^^ =(a+Q,)'^(6-Q,) Df 

a^6= » *^»<» = (a+Qo) « (&— Q) Df 

a'^h= » »<^^» =(a+Q) ^(&-Qo) Df 

b"^ a=^a^b . b^a^^a^b . a^a = ia Df 

•1 ft=0- 1.(9=0^1 Dfp 

•2 a^beq .3 a'^6 = a+©(6— a) Dfp 

•3 » :a-=& 3. a"6 = a+0(6— a) Dfp 

Ces notations indiquent les intervalles avec ou sans leurs bornes. 
Elles seront adoptées dans §cont, §D, §S. 
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X ^ 21. o,6,ceQ O: 
•0 axb=.l'[R'^x3{x<:a)xBrx3(oc<:b)] Df 

'i ayb eQ, . ab — ba . a(pc) = {qb)c = abc . a(b+c) = ab+ac 

•« QxQ=Q . exd=d . ee=e 

m 22. o.6,c,c?eQ .3: 

•1 a>b.=.ac>bc 'i a>b.C>d .3. ac>bd 

•3 a>6.c>d .3 ac-fftd >■ ad+6e 

^ 23-0 us Cls'Q . acQ r): a= l'u .=. Oa — Ou Dfp 

•1 u,ve Cls'Q . Ui, l't? eQ .3 l'(?«X») = I'mxI'w 

[ ea'u) = «M . 0(1'») = ev o. 0(^i'mX1i^) = »«» O- p .1 
•2 OfiQ .3, aXQo = ooxa = 00X00=00 Df 

•3 ttjt^e Cls'Q . aw . ar .3^ r(MXt')^l'MXr» . l,(etXt?) = l/tXl.p 

X q * 25-27 = (Q„ q)|(N„, n) §X P5-7 
28' 1 a,&eq . b^a . ceQ .3 bc'>ac 
29-0 afiQ .3 aX(— Qo)=(— Qo)xa=— 00 Df 

M ue Cls'q . aw . »jeQ .3 !'('>««) = tnl'u . \{mu) = ml^u 

/ # 30. a,6fiQ .3. -0 /a = i<^^x3{xxa=\) Df 
M /aeQ -2 A/a)=a -3 /{àb)=z{/a){/b) 

•4 b/a — bx(/a) Df 

•5 a=6 .=. /a = /& .=. a/6 =1 
•6 x£Q,.ax=b,^=.x=b/a -7 /Q=Q 

•8 t<e Cls'Q. l'weQ .3 1,(/m) = /l'w 

•9 =:)o 

31. (Q,q)|(R,r) §/ P17 37 4042 

f' ^ 41. o,6eQ . m,«eN„ .3 -o a"'= l[(Xrt)]rt» Df 

•01 a*=l.a*=a M a'"£Q -2 «"'a* = «"'+" 

•3 {abr = a'^b"' i (a'")" = rt""* 

•4 (leQ.meN, .3 a"' = l'i[(R''iC3(a?<«)|"'| Dfp 

•S ue Cls'Q . l'w sQ . wieN, .3. l'CO = (l'^r 

•g ■=<xi 00 

•7 OTcN, .3 Q"=Q . ô"^9 . e"'=e 

HHk 42. (Q I No) §1^ P2-3 5-0 9 14 16 
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HH 51. aeQ . b.ceq .3 

i b*--4:ac ^0 . œeq .3- aa^+bx+c'!^ 

•3 .3- 3 r« Ex. §vct 9-3 

^ 52-0 aeQ.meN, 3. a""— /K) Df 

a,&eQ.«^,n£n 3. M a'^eQ •2--4 = P41-2--4 

•3 a"" = /(«") = (/a)" 

J • <3|( 53. aeQ.w?,n,;),(7£N, 3. 
•0 "*^Jrt = ?Q«.r^G^'•^=a) . v|a = »>Jrt . a f^/»^ = '"^l^ Df 
•i '^i-eQ -2 '*g(a"*)=a -3 *,Jre=a -4 **^J(a&)z=:('\W)("•^J&) 

•8 "*^>Ja'*^ = **^'* -9 m/ri = p/q 3. **>Ja^ = ^^i' 
I ChuqUET f.47 : « autant vault R».6 comme R«.216 » . 
» f.48: « R«.13 qui vault com^e R*.R».13 ». { 

Le signe de racine a eu les formes R, r, >J. Puisque toute racine est une 
puissance fractionnaire (P60\ nous ne considérons pas le signe ^ comme 
fondamental, et servant à classer les propositions. 

La considération des exposants négatifs et fractionnaires est attribuée à 
Oresme (a. 1323 '^1382) par M. Cantor, t.2, p.l33. On la rencontre dans 

Girard a.l629 fol.B2: «multipliez >J5 par rc4 viendra (-^j2000». On remar- 
quera ici que les parenthèses indiquent l'élévation à puissance. Voir aussi : 
Newton, 13 Junii 1676: §limP23. 

^ 54. ap,c,dé& 3: 

•i a+^ = Je 3. bE& . (?£R* 

j EUCLIDES X P26 : Méoov /xéoov ovx vneQex^i Qtjrcû, \ 

•2 b -£R' . a+sp = c+^l . 3 . a=c . b=d 

•3 a/6-£R'.a>6.c>ii.>Ja+y|ft = y|^4->Jrf 3- a=c.b=d 

\ -2-3 EUCLIDES X P42 : 
7ï èx ôvo èvojudrov xarà fr juôvov otjjbiécov ôiaigeîrai eiç tù dvàjuara. j 
'A a/b -£ R* . v|a— vJ6 = v|e— vj^ 3- ^— ^ • ^=^ 

j EUCLIDES X P79: 7); àjtoTO/ufj /tua TigooaQ^à^ei evOeia Qtjri) 
ôvvdjbiei fxàvov avjn/xergoç ovaa rfj o^ij, j 
•5 » 3->J^-^>J^"=nI^— nM i EUCLIDES X PUl : 

7/ àjtoTOjbirj ovx êonv 7) avTrj rf} ex ôvo èvojuârœv, j 

•G a,&£Q 3.^ v|(a+6)<^+^ . (a+6)/2 5= ^(aô) 
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^ 55. a,6eQ O: M a>br).^{a-b)>^-yp 

•2 ^a+&)>vJa+«J&-*«J(a&/4) 

•3 a>b O- {a-bf/{%h) < {a:\-b)/2-4ab) < (a-&)y(8a) 

[ (o+6)/2-vKa6) = (a-6)V[2(a+6+2sK«6))l ] 

{ EucLiDES X P54-59, 91-96 { 

»jja+(&+aX][(8a-6)/(276)]! + ^g[a-(6+aX|[(8a-6)/(276)] = 'v|6 

•6 a— ôfiQ .3. 
*j![2a-6+2g[a(a-6)J]/4t + *N||[2a-6-2v][a(a-6)l]t =vK>Ja+^) 
•7 aeq . 6eQ .3 

•v|[a»+3a6+(3a»+6)^] + 'v|[a'+3a6-(3a*+&)j6 = 2a 
•8 areQ-N,« Q. v|^- [a?-(E4x)'[/(2E^4-l) £ (9/[4{2E>Jt+1)| 
JDarboux, Swr Vextraction de la racine carrée, BD. a.l887 p.l76j 
•9 neN, . a?£Q .3. EC^'sJa?) = ?No ^ ^3[-^^ir<(j+ir]- Dfp 

Erir) = Erv|Er) 

^ 56. a,6,c£q.3- '^ 0?= a+6 .=. ^2?= a+& .w. ir= a— 6 Df 
•1 a'— 6 fi Q^ .3 ^^9 • ^'+2aa?4-6 =0 .=. x=z — a+;>](a'— &) 

•H a*— 6 fi — Q .3 "3^ ^^ ^^ • ) 

[ Hp O.- x«+2aas+& = .=. [x+ay = à^—h O. Ths] 
{ EucLiDES VI P28, 29 j 
j Leonardus Pisanus a.l202 p.407 : 

« (Si) volueris invenire quanti tatcm censiis [x*] , qui cum datis radicibus 
[4-2cKc] equetur numéro dato [ = —6 ] , sic facias : accipe quadratura me- 
dictatis radicum [a-], et adde eum super nuraerum datum [a* — 6]; et eius, 
qnod provenerit, radicem accipe [s|{«*— Wlî ^® Q^* numeruni medietatis 
radicum toile [\|(a- — 6)— a]; et quod remanserit erit radix quesiti census». 

"2 a -c=0 . V—4ac fiQ^ .3- 

a?fiq . aa^+bœ+c =0 .=. a:= [— &+g(6«— 4ac)]/(2a) 

•21 &•— 4a^ £ — Q .3- '•^(l^oo3{ax^+bx+c=0) 
i Brahmagoupta, Version de Rode t p. 75 : 
« Meta le nombre connu dans le côté opposé à celui où sont... l'inconnue 
et son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre fois le nombre des 
X* ajoute le carré du coefficient du terme moyen; la racine de ceci, moins 
le coefficient du terme moyen, étant divisée par deux fois le nombre des 
carrés est la valeur de a; »| 
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•3 a,&eQ .3. a{a—b} =&• .=. b= a(xJ5— 1)/2 ,=. a=6(xJ5+l V2 .=. 
a*+(a—b)* = 3b* .=. b(a+b)=a} .=. a-b =. a(3-g5)/2 

t EUCUDES XIII Pl-6 } 

CeH formules correspondent à la division de a en < moyenne et extrême 
raison > < àxQov xai fiiaov Xâyor *. 

^ 57. a,M;yeqO- 

•i a:+y = 2a.xy = b .=. œ+y = 2a . {x+yY—4ûoy = 4(a'— 6) 

.=1:. » {^—y? = 4(a*— 6) 

.=. » a7-y = ±2^a'-b) 

.=. a?=a+^a'--&) . î/=a— J{a'— &) .u. 

I DiOPHANTUS I P27, 30 j 

•2 a?+,y =a . cc^+i^ = &' .=. a)+y =a . œ—y = -|-^2&'— a') 
î DiOPHANTUS I P28 j 

•3 a;'+.y* =a . xy =b .=. x+y =±^a+2b) . ^— »/=+;^J(a— 2&) 
{ Bachet, Commentaria in Diophantum, I, 33 qua>stio I. j 

•4 0?'+;/ !=« . x+y =b . =. x+y =6 . 36(a7— y)* = 4a— 85* 
I DiOPHANTUS IV PI j 

•5 a?*+y* =a . x+y =b .=. x+y =b . 2{xyf—ib^xy+b^—a =0 
•6 a7*+.y* =^a . x+y =6 .=:. â?+.y =6 . bbxyip^—xy) = &'— a 

^ 58- i apyUfl eQ . w-ht? =6 . t^u = (a/3)' .3- 

a:£Q.a?' = aa?-H& .=. a? = '>]w-h'>|y [§>P2-llDP] 

{N. Tartaglia a.l546 p.l23: 
... Quando cheU cubo restasse lui solo [a3' = a3c + &] 

Tu osseruarai quest'altri contratti. 
Del numer farai due tal part 'a volo [6 = u-\-v\ 

Che l'una in Taitra si produca schietto 

El terzo cubo délie cose in stolo. [wt; = (a/3)'] 
Délie quai poi, per commun precetto 

Torrai li lati cubi insieme g-ionti 

Et cotai summa sarà il tuo concetto. [xztNJm + VJu] 
... Questi trovai, et non con passi tardî 

Nel mille cinquecent'e quatro e trenta 

Con fondamenti ben sald'e gagliardi 
Nella città dal marUntorno centa.j 
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xeq . x'+3ax+2b =0 .—. x= »^-&+J(ft«+a')]+3g[_^,_^^a_f.^.)j 
•3 &*+a' =0 O. q^ ;r5(;r'+3aa;+2& =0) ::= «('>J6) ^ <-2 'v|6) 
•4 i;'+a'<0 O- Num[q^a73(ir'+3aa?+26=0)]=3 
Continuation §sinP10M 

^ 60-01 aeQ.mfiR .3. 

of^m = iy3[ p,ç£N, . 711= p/q . 3;?,^ . ?/= («f^)^/ç ] Df 

•02 ael+Q. meQ .3- à!^m = V\(]^[Rrsx3(x<im)]\ Df 

•03 aeô . '- \ Df 

•04 a""* = l(a^) Df 
a,b,cfiQ . m,n£q .3- 1*^=1 • «^/H^Q . P41-2--4 
•5 a:>b.=.a''>b" -6 a>l .3 m>n .=. a**' > a** 
•7 a<l .3 m>n .=. a"* < a** 

^ 61. mjïiyœ.ysf^ .x^'zziy .3. 
•1 a;"*^'* < [(ma7+n//)/(m+7i)]'"^'* 

•2 (l+Z^r < [14-/(m+n)]'«+« [ (1+/.,,,, i)i(x, y)P-i 0. P ] 

•3 m<n .3. (1+A?r<(l+Ar [{n-m)\nV-2,-D.V] 

•4 m<n .3. (l+,Vmr<(l+Vnr 
[ (m/x, n/x)|(m, w)P-3 DP] [' P-4 . x=l O. P-3 ] 

•5 7W<1 .3. (l+irr<l+/n^ [ (rwx, l)l(x, /i)P-4 .3 P 1 

•6 r/l>l .3. (l+^r>l+ma7 [ (l,7W,wîx)|(m,n,x)P-4.3P 1 

DemP-5 [ (l/m,mx)|(w,x)P-6 O- P-5 ] 
DemP-4 [ (n/w,x/n)|(m,x)P-6 O. P-4 ] 

•7 (i4-/^r<(i+Ar^^ 

[ [n+l,(m+l)/m,n/(n+l)l|(n,x,y)P'l .3 p 1 Ex : §e 

Num Q ^If 70-1 NuraQ>NumNo 

•2 we Cls'q . Numw = NumNo . a,&£ q . a<;6 .3-3 (^*^ &)"^ 

t G. Cantor JfM. a.l874 p.258 ; AM. a.l883 p.308 \ 
•3 Num Q = Num q = Num S = Num (©-R) 

j G. Cantor JfM. a.l877 p.242 ; AM. a.l883 p.316 i 

2 77 ! C (Q, q) I (R, r) §2 PI. 6. 20. §/7Pl. 2. 5-1 10. §! 

mod ^ 80. a,6£q .3. 

•0 moda = ? Qo^ cc3{a^=^ +rr .w. ri= —.r) 

•i modaeQo '2 mod(a+&) ^ moda+mod& 

•3 mod(— a) = moda -4 mod(ax6) = modaxmodft 

F. 1901 8 
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•5 a-=0 .3 mod/a =/moda 

•6 meN, .3 niod(a'**) = (moda)"* -7 moda=^y\a* 

•8 m£N^.f£qFV"m .3 mod2/^2'mod/' 

•9 .3 modnf= Ilmodif 

sgn ^ 81. (Q,q)|(R,r)§sgiiP-0.-8 

max min ^ 82. (Q | R) §max P3-i--6 
u,ve Cls'Q .3 

•7 a t maxit .3 ^^x^ = 1'^ *7l Tw ew .3- 1'^ = "i^xa 

•8 l'w, l't? fiQ .3 l'(ww^) = max(d'w wd'r) 

^ 83. w,t?e Cls'q . Uybsq .3 

•0 max^^ = ? i«^ ir3(yew .3y. y^^) ^ 

•04 minw = ^x) Df 

a ^ maxî^ . a i rasLXV .3- '* max(awr) = max(t maxw u t maxr) 

•2 m8Lx{u+r) = maxw+max?? 

M1--22 (min I max) P*l--2 '3 min(— w) = — maxw 

•5 asQ^.byCeq .3 Tam[(cuc^+ba)+c)\x^q\ = 
[(ax'+bœ+c) \x] [-b/(2a) ] = (4ac-6V(4a) 

•6 Numî^ eN, 3- a ^naaxi^ . a tminw 

•7 ne Cls'(q w too w « — oo ) 3- P*^ 

•8 aemaxi^ .3- maxw = l'w : a^minw .3- mim^=:l^w 

•81 l'uEu .3 l'i< = maxi^ : \u£u .3 l,î^ = minu 

•9 l'w, Yv eq .3- l'(^wt') = mRx{iYu sj cYv) 

•91 l^w, 1/^eq .3 l,(i^/î^) = min(d^i^ud^?;) 

E )8 84. (q I r) §E §^ 
•i a?£Q .3 xéR .=. aN,« n3[iyfiTx eNJ } Euclides X P2: 
'JEav ^vo jueye&cSv àvloœv àvûvcpaïQovjLiévov âeî tov iXàaaovoç àjtb 
Tov jLLsiCovoç t6 xotaXeiTiàfievov jurjôéTiore xara/xerQfj rà jtgb iavrov, 
àovfÀ/À€TQa ïarai rà /Àeyé&rj» j 

•2 xeQ .3: X£ R+v|R .=. 

j EuLER a. 1737 PetrC. t.9 p.98 j 

{lfi)n X est le « n-ième quotient complet du développement de x en fraction 
continue » ; E(//?)« a; est le n-ième quotient incomplet. 

Les Df de Log, Med, A, cres, qn sont composées par les seuls signes 
précédents. 
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§63 Log 

1^ q a,h£ Q-6l . XjpeQ , meq .3- 
•0 ""Logx =i 7 q^ zsiqlf'z ^=x) Df 

•i *Loga?£q "2 d(fLogx)=x 

•21 »Log(af4i)=m -22 «Logl=0 -23 *Loga=l 

•3 *Log(a?y) = «Logr-h *Logy 

[ P-2 O. *Log(acy) = «Log[a|y «Logx) X ûr|y «Logy)] 
§Q 60-2 » = aLog[a|^{ «Log» + «Logy)] 

P-21 » = «Logœ + «Logy ] 

•4 *Log/a: = — *Loga? 

[ «Log/x = »Log/[a[^( *Logx)] = <»Log[afs(— *Logac)] = — «Logjc ] 

•5 '*Log ûo*^z=zmX *Loga? 
[ aLog(£C»») = aLog[(a|^ «Logx)»»] = aLog[a|\wX «Logac)] = mX »Logx] 

•6 «Log6 X *Loga =1 -7 «Logo? = *Loga? X *Log6 

j Neperus a.l614 p.20: 
« Ex his praelibatÎB judicent eruditî quantum emolumenti adferent illis 
logarithmi : qxiandoquidem per eorum additionem multiplicatio, per substrac- 
tionem divîsio, per bîpartitionem extractio quadrata, per tripartitionem 
cubica, et per alias faciles prostaphaereses omnia graviora calculi opéra 
evitantur.»! 

Note. Soit a une raison; Eucli de appelle à^^c^.., la raison doublée, triplée... 
dixXaaiov, xQutXaaiûyy... Xoyoç, 

Dans a^ , n est l'exposant de la raison, koyov àgi^fioç; d'où le mot « loga- 
rithmus», introduit par Ne per. Les logarithmes de Neper sont liés aux 
logarithmes naturels par la relation: 

log nep X = — 10'log(10-'a?), 

c'est-à-dire il n'a pas écrit notre virgule décimale; mais les chiflres, sont 
les mêmes. 
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§64 Med = (moyen) 

< r 1, ^ 1. u,v£ Cls'q .3 
•0 Medi^ = €[^0:3 {\t( ^œ^ l'ii) Df 

Note, Medu signifie «nombre moyen {mediiis) entre les w». Le signe 
«Med» soTis la forme «M» a été introduit par Cane h y a. 1821 p.29 (Cfr, 
§Lm 1*0). Dans F^ on a considéré deux autres classes de nombres moyens, 
dont nous donnons seulement les définitions : 

•Oi Med'w =: q'^ X3 ^{y,z)3(y,zeu . y^x^ j) Df 

•02 Med" w = <~- <- Df 

=: q'^ X3 {l;u <^x<i Vu) Df p 

Si la classe u contient sont maximum et son minimum, on a 
Med'u:= Medt^; s'ils manquent tous les deux, Med'u = Med"M. 

Parmi ces classes de nombres moyens, la Medw est la plus importante? 
notamment dans l'intégration. 

On dit que la classe u est convexe, si Medw=w. Voir §qnP4. 

'\ MedweCls'q -2 MedMedw = MedM 

•3 r Medw = V u, l^Med?^ = \u 

•4 i\^u .3- Medr^Medw 

•5 Medî^ =2^ . Med?; =y .3- Med(M«r) = uf>v 

'6 a,&8q .3 Med(eaw/&) = a^b 

4e 2. 

+ M lie Cls'q . asq .3 Med(a+tO = a+Med?^ 

— -2 ^ .3 Med(— 20 = — Medi* 

X '3 ue Cls'q . asq .3 ^^^^ ^^ = ^Med?^ 

/ -4 ueCh'q 3. Med/i/ = /Med?/ 

•41 x,yeu . p,qsQ 3- (P«^+(7.V)/{P+9) ^ Med?^ 

[^ -5 i^eCls'Q.aeq 3 Med(H[^a) = (Med2i)(^a 

•6 aeQ, , ue Cls*q 3- Med(a^2/) = af^Medw) 

I •3-5-6 Cauchy a.l821 p.365-367 j 

^ 3. neN, . xs qf 1-n . a,6£ Qf 1-n 3. 

^ -i [2:(a?,l-?0]A « Med a7'(l-/i) 
•2 Z(axx, 1-n) / 2.Xa, 1-n) e Med x\\'"n) 
•3 2:(a?,l-n) / 2:{a,l"'n) e Med (V«)Xl-n) 
•4 2{bxx, V"n)/2:{bxa, l"'n) s Med (a?/a)'(l-n) 
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n -5 '•^|/Z(a,l-n)£MedaXl-n) 
•6 i7(a^&,l-n) |^/2:(6,l-n) s Med a\l-n) 

\ P-4--6 Cauchy a.l821 p,29 | 
•7 ^[Z{a\ l-n)/n]£Meda'(l-n) j Cauchy a.l821 p.371 j 

Le premier membre de la P*l est la « moyenne arithmétique des valeurs 
de X >. Dans la P-2 ces valeurs ont des coefficients a. Dans les P-5*6 figure 
la « moyenne géométrique », et dans la -7 la « moyenne quadratique ». 

Log ^ 4. as Q-« 1 . ic£ Cls'Q . 3. Med ""hogu = ''Log Medw 

{ Cauchy a.l821 p.367 \ 
Continuation : %k P2-9 §cres -92 §S PI -G 3-5 §qn P5 33 42. 

§65 X = (classe limite) 

— mod 1, ^|f 1. u,V£ Cls'q .3 

•0 Xii = q« x^ \ mod(!^— ^) =0 ] Df 

•01 xe Xu .=: xeq : hsQ^ .'^h.^a.u^ y3[ mod{y—'X)<Ch ] [ = PO] 

P1*0 «Soit u une classe de quantités. Par Xu nous désignons la classe des 
nombres x tels que la limite inférieure des modules des différences entre x 
et les nombres do la classe u soit nulle. La P*01 exprime la même Df, où 
le signe 1, est remplacé par sa valeur. La classe Xu, qu'on peut lire « les 
limites des u», ou « la classe limite des u» a été indiquée dans F189d et 
dans plusieurs autres travaux par Cu. 

•i U 3 Xu 

[ xeu O' Oe u—x .3* Oe mod{u—x) ."Z)- l,mod(M— ic) =0 O- ^« Xu ] 
•2 XXu = Xu 

[ (Xu I u)P-l O. Xu D XXu (1) 

XB XXu . TisQ . P-01 .D. '3iXuf> y3[ mod(y—x) < 7i/2 ] (2) 

Hp(2) . ya Xu .3. 3 wn Z3[ mod(z—y) < A/2 ] (3) 

Hp(3) . mod(y— x)</i/2 . zsu . mod(z— y) < A/2 O- inod(« — x) <h (4) 
Hp(4) .3. a vr^ 2d{ mod(z— x) <A ] (5) • 

ace XXu . heQ . (5) Elim(y,2) . (2).(3) .3. 3 m^ z3[ mod{z— x) <A ] (6) 
X€ ÂJlw . (6) Export .3. xe ilw (T) 

(1).(7) .3. P ] 
•3 X(u^^v) = {Xu)UXv) . j Distrib(V) | 

[ Df A .3. Xi:uKn)) = q<^ x?| l,mod[(uwr)— x] =0 | 

Distrib(*,w) .3. » = q<^ xîj l,[mod(w— x) w mod(t;— x)] =0 | 

§Q 18-7 .3. » = q<^ X3| l.mod(îi— x) =0 .u. 1, mod(t?— x) =0 j 

Df jl ZD' * ^Xu^Xv] 

•3i ^3^ .3 Xu 3 'l^ 

[ Hp . §wP3-4 .3. vsiiMv . P-3 .3. Xv szXusjXv .3. Ths ] 
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•32 X{uf^) '^ Xu ^ Iv 

[ urwZyu . urwZyv . P-31 O. A(ar»tJ)Dlw . Jl(ur»tJ)D;iv . Cmp .3 P J 

•33 Xu =w . Xv =v .3- X{ur^) = uf^ 

[ Hp. P-32 . PI . D. X{urtv) D iiw . ww D A(uw) .3. Ths ] 

•4 AR = Qo . Ar = q . A# = Afl=e 

•5 A/N, = /N.weO . A(/N, + /NJ = (N, + /NJ^eO 

•6 a;6fiq . a<& .3- -l(«'"&) = a^& 

^ 2. w,t?fi Cls'q .3 

4- -1 Au+iîOA(w+r) } Distrib(A,4-) j 

[ §+P7-3 .3 as lu+Xv .=. '3i(b',c)3{b£Xu . cêJIî; . b+c =a) 

DfA O: » .=. » [l,m(t*— 6)z=0.1.m(î?— c)=0. 6+c=a] 

§Q P18-31 O: » D. » [l,mod(M+t?— 6— c)=0 , b+c=ui] 

O. l,mod(tt-|-t?— a)=0 . Df k .3. a€ k(u+v) J 

•i 1 w,t^£ Cls'q . aeq .3 ^(û^+ w) = a+Xu -3 1 >l(aw) =^aXu 
•12 r raod w, r mod ^; e Q .3. A(w+t;) = Xu+Xv 

— -2 A(— ?^) = —Xu 

X / -3 Ai^xAr 3 X{uxv) -4 -£ Aî^ . Ymodu eQ Q- X/u=/Xu 

[^ -5 wieNi .3 ;.(w"*) = {XuT 

Num '6 Numw eN^ .3- ^^ =^ 

max -7 l'w eq .3- ^'^ = ^^^ ^^ • ^i^ ^Q O- 1^ = ^^^ ^^^ 

00 -8 l'w = QD .=. Y Xu^oo : \u = '-(X) .=. 1^ Xu = —oc 

Med '9 X Medi* = Med^e 

yl = (limite généralisée) 

X HH 3. us CWq .3. 

•0 00 8 Au .=. l'w =00 .. —00 s Au .=. l;u =— oo Df 

•1 Au=: Xu y {icc )r(yiu) ^ (t — co)^{Au) Df 

•2 Aw = q«^w 

•3 w,?;£Cls'q .3- ^i'^^) =^ AusjAv \ Distrib(.4,u) | 

•31 » . ?*3^ O' ^^3^^ 

•4 aeq .3- ^1(û^4-^^) = a+Au 

Note, La classe Au est formée de la classe Xu, et de 1' oo et du — oo, 
lorsqu'ils sont la limite supérieure, ou inférieure, des u. On peut lire Au 
par « limite généralisée des u». 

Continuation §d, §Lm, §qnPll, §vct PIO. 
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à = (dérivé) 

^ 1. w,t?£ Cls'q .3- '0 du = q^ X3[xe X(U'' ix)] Df 
•Oi du = qyc3\\ mod[(uH00)—x] =0| Dfp 

'i d{u^) = dusjôv \ Distrib(i,w) j 'i i u'^v .3- ^^ 3 ^^ 
•2 ôôu '^ Su '21 ^3^^^ O- ^^ = ^*^ 

•3 meNi .3- ^"*^ D ^^ 
Le signe à>nu & été défini par §+ PlO-9. 

•4 Numw e infn . Tmodi^ cQ .3- a ^^* 

•4i we^Cls'q . Numw £ infn . V modu £Q .3- 

r qoa? 3 }Num[w'^a:+Q)] e infnj = max <Jt^ . 

1^ » » — » = min ou 

•5 Numw eNo O- *3 (5w 
•6 -adn . ÔT = ôq=q . ô/^^ = iO . d(/N, + /N,) = tO w /N, 

•7 aeq .3- ^(a+M) = a+^w 

•8 adw . ^^3^ O- N^^ C)ls'q « î03(w = ^(;) e infn 

•9 Aw = w u (Jw Dfp 

i G. Cantor a.l871 MA. t.5 p.l23 \ {Continuation F1895 §5} 

G. Cantor a indiqué « Tensemble dérivé de w » par m'; la notation 
Du de F1895 est ici remplacée par Ou, 

La bibliographie de ces sujets, due à M. Vivanti, est contenue dans F1895 
et continuée dans BM. a.l900 p.l60. 

Plusieurs noms introduits par les A. s'expriment facilement sans des 
symboles nouveaux, comme suit : 

^3^'='W = Am.^. « l'ensemble u est fermé (abgeschlossen, chiuso)» 
u'Z^ôu ,:=. «l'ensemble u est condensé en soi (insichdickt) ». 
u =rj^ .=. « » est parfait (perfect) >». 

-aîi^w.=.« » est isolé (isolirt) » • 

^ 2. wfi Cls'q .3: 

•1 du 3^ O- Numw e No w eNumN^ u eNum 6 

i G. Cantor MA. a.l884 p.488 j . 
•2 aw . du =11 3' Numw = Num^ 

î G. Cantor MA. a.l884 p.485 \ 



} 
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•3 ur> ôii =/\ .3 Num/^ £ No u t Num N^ 

{ G. Cantor ma. a.l882 p.51 ; AM. a.l883 a.373 j 
•4 Num du = Num N^ .3. Numz^ = Num N^ 

t G. Cantor MA. a.l882 p.51 ; AM. a.l883 p.374 } 
Continuation : §cont PI §D PI §q„ P14 



§ (>7 Int = (intérieur) 

iijVe Cls'q .3. "0 Int^/ = lu = q-^(q-'0 Df 

Note. Avec le symbole I on peut exprimer simplement plusieurs auires 
classes introduites dans FI 889, et ensuite par plusieurs A. 
Notamment : 
IntM ou lu = points intérieurs du domaine 1/ 

Ew = q - Am = » extérieurs » 

Lu := X{q^ u)f>Xii = >» frontière » 

•1 lu'^u "i llu = Ju -3 l{u r> V) = Itc^Iv 

•3i ^0^•.3. IwQlr '3^ l{uyi^)'^luulv 

•33 I(It(jLV) = lUsjIv 

[ §x P11--33 o. -i-sa ] 
•4 A«* = q-I(q-w) Dfp '5 lu = Uy^(q»u) Dfp 

Continuation : §qw P15'l §j7 P3-2 
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TROISIÈME PARTIE 

FONCTIONS ANALYTIQUES 
§70 const cres decr 



uaCls'q./'fiqfu .3 
•0 fe (i 



const .=: x,yEu Oaï- f^ = /V 


Df 


*)cres .=: x,yBU .x<jfryr,y,fx<fy 


Df 


cres, .=: » ^» 


Df 


decr .=: » >• » 


Df 


decr, .=: » !^ » 


Df 



Noie. Les P-0--4 donnent une forme symbolique aux expressions « fonction 
constante », « fonction croissante (crescens) », « fonction croissante lorsqu'elle 
varie, ou fonction jamais décroissante», « fonction décroissante » , et c fonction 
jamais croissante > . 

'\ (qfw)cres 3 (qft^)creso 'H idem e (qfi^)cres 

•12 (qfw)cres 3 (qf^Osim 

/'^fl'É^ (qfi^cres .3 *2 /4-,9 £ (qf^)cres -3 — /* £ (qf w)decr 
•4 aeQ .3. «/*£ (qfw)cres 

•S Ajfl'f {Qft/)cres .3 /"x^; « (Qft^)cres . /fE (Qf«)decr 
•6 /£ (qf?^)cres . ge [qf{/*^iO]cres .3 9f^ (qf^Ocres 
•7 meQ .3 {x"')\x s (QfQ)cres 
•71 oc 1+Q 3. a*|a?£(Qfq)cres 

max '8 fe (qfw)creso . a t maxu 3- ^^^ /^'^^ = /"maxw 
•81 minî^ min minw 

r 1^ -9 fe (qf2/)creSo . xeu 3. Vf'u = l'/'[w^(a?+Qo)] 

[ Hp O. M = [i^(.r-Q)]^ Lw'^lx+Qo)] (1) 

(i;.§*i-5 .3 f'u = f'[ • ]u /^'r » ] (2) 

(2^ . §q 82-8 O. ^'f'u = max|«l/*[ » ] sj iVf'[ » ] (3) 

Hp . ye ufix-'Q) . zs ufix+Q^) O- 2/<2 O- fy^fz^rf[tir<x+Q^)] (4) 

(4) . §q 18-11 O. ir *[wn(x-Q)] ^ ir T^'<a:+Qo)] (5) 
^3) . (5) O. Ths ] 

Med -92 fe (qfq)cres . ue Cls'q 3- Med/^'w = /"'Medw 
Continuation : §lim 15, 12-4, 186 §D 4-7 §S 1, 4, 110. 
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§71 Lm 

•0 hxnx = a3[ meNo Om- ^^ -^ a7'(/n+No) ] Df Lm 

Note. « Soit X une suite de quantités. Pour définir Lmsc, qu'on lira 
c les valeurs limites de se > ou « la classe limite de x », soit m un entier; 
considérons l'ensemble a:*(m-|-No) des valeurs de la fonction am^ où n prend 
toutes les valeurs entières à partir de m, et formons la limite A de cette 
classe. Si une quantité a appartient toujours à cette classe^ quel que soit le 
nombre entier m, elle sera une valeur limite de la suite x. > 
Cette classe limite d'une fonction se rencontre dans Cauchy a.l821 p.30: 
€ si Ton suppose que la variable a? converge vers zéro, on aura 

lim((sini))=M((-l, + l)), 

attendu que l'expression lim ( ( sin — j j admettra une infinité de valeurs 

comprises entre les valeurs extrêmes — 1 et + 1- * 

Voir §liml611, RdM. a.l892 p.77, et ma publication: Sur la définition 
de la limite d'une fonction^ AJ. a.l894. 

•1 aeq r^.\ 

as Lmo? .=: msNo . /ifiQ .3»»*- ^ (^+No)^ n3[mod(a?^— a) <Ch] 
[ Hp . P-0 O.-. OÉ Lmx .=: wifiNo .D^. as q<^ -4 x^w+Nq) 
§;iP3-2.D.-. » » » a€.lac*(m+No) 

§;iPl-01 .D:: » .=.-,mfiNo.Dm:A£Q.DA.aic*(wH-No)ny5[md(y-a)<^] 

Import .3'. » .= : msNo . AfiQ -Dm,*. » » » » 

§* Pl-3 .3-. » » » » » a(w+No)^n3[md(a5» -a)<Al 

•2 +0DfiLma> .=. l'a?'No:=Qo 
•3 — Qo eLmrr .=. l^a;% = — oo 

'4 ra?'No,l,a7%fiq O- W oc'{m+T^>i] jm'No! £ q^Lma? 

[ Hp . wwNo . §* Pl-2 .3 œ*(w+No) D ^'^a 0) 

Hp(l) . §Q P18-5 O. l'5C*(m+No) sq (2) 

Hp . m,rwNo . m<n .3. l'5c*(m+No) 5 l'x*(n+No) (3) 

Hp . y- [l'aî'(w+No)]|m . (2) . (3) .3. ye (qfNo)decro (4) 

Hp(4) . w,nfiNo . §^ P2-7 .3. y(m+n) e A x'(w+7i+No) (5) 

. §A Pl-31 O- >lx*(m+n+No) D ^ a;*(m+No) (6) 

.(5).(6) .3 2/(wi+w)ÊAic*(w+No) (7) 

» . msNo . (7) .D. y'(m+No) D Aac*(w+No) (8) 

». » 3. 2/m5l,x*No (9) 
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Hp(4) . a= ly^No . (9) . §Q P1812 O- asq (10) 

Hp(lO) . wéNo . §decr P-9 O- a=l,y*(m+Na) (11) 

» . (11) . §X P2-7 O. a« A y*(m+No) (12) 

» . (12) . (8) O. «e ;iA x*(7n+No) (13) 

» . (13) . %X PI -2 O. as Jl(c*(7w+Ne) (14) 

. (14) Export O: t/iêNo -Dm . as X £c*(7?H-No) (15) 

, (15) . PO O. as qnLma; (16) 
Hp . y= ra;*(w+No)]|m . a= l,y*No O- û« qr>Lm£C ] 

•44 HpP-4 .3. ljfl'a?'(m+No)J|w'NoJ=maxLma? 

•42 » r}[l^ » » » min » 

•5 a Lm^ f p-2-3-4 o. P ] 

*6 X{ q^Lma?) = q« Lmos 

^ 2. x^ye qfNjj . aeq . maN^ .^: 

•0 Lm ?(^aFNo) = ta 

• i Lm(a+a?) = a+Lmo? 

•2 -(—00 £ Lma? . +qo £ Lmy) . -(+qo e Lma? . — oo s Lmy) .^. 

Lm(a?+y) 3 Lni/r + Lmy 
•3 Lma; = Lm[a7(/>i+r) | r] 

•4 Lm( — ^o?) = — Lmo? 5 as Lmo? .1=. Oe Lm(a? — a) 

•6 a-c=0 .3 Lm(aXix;) = axLmoJ 
•7 -(Oe Lrao; .qo £ Lm mody) . -(Oe Lmy . 00 s Lm moda?) .^ 

Lm(a?Xy) = Lma?xLmy 
•8 œe Qf Njj . 0, oo -e Lmo; .3. Lm/o? = / Lma? 
•9 Lm œ"^ = (Lmo?)"" 
•94 Lm(-l)'*|n = au^(-l) 

« 3. 

•4 m£N4 .3- Lm/î(n/m)|n == [0—(m— l)]/m 
•2 aeR O. Lm /8(an)|n = [0-(dta — l)]/dta 
•3 ae Q-R Q. Lm /8(an)|n =0 ^34 Lm /îy| =0 

•4 Lm [n— (EJn)'] | n = Nq u ^ « . Lm [n— (Ejn) V>h 1^ = 2© 

4K 4. we Cls'q . xsdu. fe qtu .3 '^ LmC/'jWja?) = 

a3\ heQ, .f) a . ae ^r[ (^«-^) ^ V^ [mod(y— a?) <}i\ ] 1 Df 

•1 aeq .3-'- ae Lm(/J?^a?) .=: 

/? ,ft£Q .]3m' 3 w-^ ^ y3[ mod(y— 0?) <;/i . mod(/^y— a) <* ] 
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•i oo£ Lm{fyU,œ) .=: 

hjkeQ, r^h,k. a vMOf^ y3[ mod(y— a?) <Ch . mod^>A ] 
•3 00 e Lm(/^,w,a?) .=: 

he(^ r^h . r mod f \iimx) ^ y5[mod(y— a?) <ih] = oo 

Soit u une classe de quantité, x un point de la classe dérivée de u. 
Soit f une quantité fonction des u. Par Lmf/",!/,»;), qu*on peut lire « les 
valeurs limites de la fonction f, lorsque la variable, en variant dans 
la classe u, tend vers x », nous indiquons toute quantité a, finie ou 
infinie, telle que, étant donnée une quantité positive (aussi petite qu'on 
veut) h, a est toujours une limite généralisée (A) de l'ensemble des valeurs 
de fy, lorsque la variable y prend dans la classe u toutes Ws valeurs diflTé- 
rentes de x, et dont la différence à x est en valeur absolue plus petite que h. 

Les P'I et -2 sont des transformations de la définition précédente, où 
Ton remplace le signe A par sa valeur. 

La notation actuelle ]\m(fyU,x) remplace la notation adoptée dans F1895 
lim %,u^f^y qui contient la lettre apparente j^. Dans la notation com- 
mune \imx=xf^y il faut indiquer par le langage ordinaire l'ensemble 
dans lequel varie la variable z. 

•4 ^Lm(fjUjX) -5 hm(f,UjX) 1^ Af^u 

•6 veCls'u.œsôv .3 Lm(fyVyœ) '^'Lm{f,u,œ) 

Lm(/', ^yjvOy x) := hm{f,v,x) sj hm(fyW,x) 

m 5. ue Cls'q . Vmodu eQ . fe qfu .3- 
'i as ôf^u .3- 3 ^^ ^ ^^[ ^^ Lm(/^,î/,ir) ] 
•2 qd:= Tmod/^w 3 3 ^^ ^ ^^1^ ^ ^ lim{f;u,x) ] 

4K 6. ue Cls'q . Tmod?^ =<x> . fe qfu 3- 
•1 Lm(/; w, 00) = a3\ heQ^ 3^^- «^ ^TI ^ y^(inody >/0] j Df 
•2 fe qfNo 3. Lm/^ = hm(f No, oo ) Dfp 

Nous définissons ici Ltm(fyU,oD ) « les valeurs limites de la fonction fy 
lorsque la variable, en variant dans la classe u, tend à 1' oo >. On suppose 
que la variable puisse tendre vers l'oo ; c'est-à-dire que ï modt^ =: 00 . 

Si la classe u se réduit à la classe des nombres naturels Nq, la fonction f 
s'appelle une suite, et la Lm (/, Nq, 00 ) que nous venons de définir est ce 
qu'on a indiqué dans PI par Lm/: 

Continuation : §lim 1*0 15m .§q7i 21-25 §vct 20. 
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^ 1. a?£qfN,j .3- '0 limj? = ?Lm;r Dflim 

•i aeq .3'- 

a= lima? .==: hsQ .'^h . a N^^ m3[n8 m+N^ .^^. mod(a7^-- aX/iJ 

+ oo=:lim.r .=: . œ^ h ] 

—00 . x^<r-h ] Dfp 

Note, Soit a? une suite de nombres. Par Umx « la limita des x » nous in- 
diquons le nombre fini ou infini qui constitue la classe Lmx. L'expression 
linur aura donc une signification lorsque les conditions de §; P-0 seront satis- 
faites, c'est-à-dire lorsque la classe Lmx contiendra un seul nombre, fini ou 
infini. La P'I donne la même Df, où on a remplacé le signe Lm par sa valeur. 

La notation commune est lim^-.^â?^ • ici la lettre n est apparente. 

Pour les fonctions croissantes les idées lim et 1' sont réductibles entre 
elles, par la P-5. L'expression de Wallis, a.l655 t.l p.383, où il remarque 
qu'une quantité variable « continue propius accedere » à une fixe « ita ut 
differentia tandem évadât quavis assignata minor; adeoque in infinitum 
continuata evanescet » convient à ce cas particulier. 

Dans Cauchy les idées Lm et lim sont encore confondues. L'idée Lm a 
été abandonnée jusqu'à nos jours. La Df de lim encore insuffisante dans 
la 1-ère éd. de Duhamel, Cours d'Analyse a.l847 p.6, est complète dans 
la 2-ième éd. Éléments de Calcul infinitésimal a. 1860 p. 9 : " lorsqu'une gran- 
deur prend successivement des valeurs qui se rapprochent de plus en plus de 
celle d'une grandeur constante, de telle sorte que la différence avec cette 
dernière puisse devenir et rester moindre que toute grandeur désignée, soit 
que la variable soit toujours au-dessus, ou toujours au-dessous, ou tantôt 
au-dessous et tantôt au-dessus de la constante, on dit que la première 
approche indéfiniment de la seconde, et que celle-ci en est la limite ". 

Les mots suivants : 

** Ainsi nous appelons limite d'une variable une quantité constante dont 
la variable approche indéfiniment sans jamais l'atteindre " 
et qui en restreignent la valeur, ont disparu dans la 4-ième éd. a.l886 p.l2. 

•2 lima? £ q w t(+oo ) w ^(— od) .^. Lma? = ^llma? 
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•3 lima? eq .=: hsQ, .'^h . aNo^ m3[ nsN^ .3^ • inod{oom—xm+n)<h ] 

I BOLZANO a.l817 p.35: «Wenn eine Reihe von Grôssen 
F^x, F^x,,,. F^x,,,. F^+rx,,, 
von der Beschaffenheit ist, dass der Unterschied zwischen ihren nten Gliede 
F^Hcnnd jedem spHteren JP»+»'3C, sey dièses von jenem auch noch so weit 
entfernt, kleiner als jede gegebene Grosse verbleibt, wenn man n gross 
genug angenommen hat: so gîebt es jedesmahl eine gewisse bestdndige Grosse 
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer mehr n&hern ... » | 

•4 limâ?£q .=:/i£Q 3^ «^ N^^ m3[pyqe m+N^ Oi^^^- ^od{Xp —xq )<ft] 

Les P'3*4 sont deux formes du « principe général de convergence » , ainsi 
nommé par Du Bois-Reymond. Il a eu grande importance dans plusieurs 
traités d'Analyse; mais on peut le remplacer partout par §q 18'1. Voir mes 
Lessioni a.l893. 

L'énoncé symbolique présente les lettres h, w, n dans Tordre écrit. Si 
on les permute, on a des propositions fausses. L'énoncé de C auch y n'est 
pas clair ; on peut lire les lettres dans l'ordre ?i, m, h* et a, donné lieu à de^ 
discussions entre Catalan, Mansion,... Voir aussi Ëncyclopâdic t.l p.79. 

•5 /£(qfNJcres, .3. ]imf=zl'f'lSo • Um/*£ qw e(+ 00) 

•6 decr, 1/% . ^(-OD) 

•7 asq .3 lim 7(m F No) :=a 

Ht 2. ue Cls'q .xeôu . fe qfu .3- 

•0 UmifyUjX) = 7 Lm(f,u,x) Df 

*i asq 3-*- ^^^= lirnifyUjX) .=: 
teQ .3^ • ^ Q^ h3[t/s icHx . mod(y—œXJi T^y . mod(/y— aXAl 

•2 00 = \\mifjU,x) .=: teQ . 3^ • 

a Q^ h3[ ye hj^lx . inod(y— a?) <Ch .3y • niod^ >&] 

•3 \im{f,u,x)eq .=: AeQ 3^- '3iQf^h3[yyZ8U''ix . 

mod(y— a?) <ih . mod(Z'--x) <Ji r^,z. mod(fy—fzXh ] 

•4 %t ^mifyUjX) . veCWu . xe ôv .3* iîra{f,VjX) = liin(/)M,a?) 

La P-0 donne la Df de l\m(f,u,x) qu'on peut lire *' la limite de la 
fonction f, lorsque la variable, en variant dans la classe u, tend vers .r, 
qui est une valeur appartenant à la classe dérivée de ti ". 

Ht 3. ue Cls'q , l' modw = 00 .feqfu .3- 

UmifyU^oo) = 7 Lm(/)w,oo) Df 



lim 127 

+ ^ 4-1 aeq .3 lî^^ {a+7i)\n =cc 
•2 x,ye qf No . lima?, limy eq .^. lim(a?+y) = lima?+limy 
» . limr» = QD . — Qo -£ Lmi/ .^. lim(a?+i/) = 00 

j Distrib(lim, +) } 
— ^ 5'1 aeq .3- ^^ (a—n)\n = —00 
•2 X8 qf No . limoî eq .3 lini— a? = —lima? ( Comm(lim,— ) } 

X ^ 6h oeQ .3- liïn(an)|n=oo 
•2 a?,y£ qf No . lima?, limy eq .3- lim(a?Xy) = lima?Xlimy 
» lima? =00 . -e hmy .3- ^^ ^ =^ 

j Distrib(lim, X) } 
/ ^ 7-i lim(/n)|n=0 

•2 o^e (q-eO)fNo . lima? s q-eO .3- lim/a? = /lima? 
» » =^0 » » 00 

» » 00 » » ( Comm(lim, /) j 

•3 afiyCydeq . c-e — dtNo .3- 1™ (an+6)/(cn+rf) \n = a/c 
{ Jac. Bernoulli a. 1689 Opéra, p.382 j 
•4 a?8 qfNo . lim(a?^_^i— 0?^) |n e qw ^00 w <— <») .3. 
Iim(a?yn)|7^ = lim(a7^^4— o?^) \n \ Cauchy a.l821 p.63 } 
h ^ 8-i oeQ O. lim(n")|n=oo . lim(n"")|n=0 
•2 oe 1+Q .3- lîïïi (Ol^ =^ 

[ rwNi O. ^ > l+w(a— 1) : Lm [l+n(a— l)]|n = oo : D P ] 
•21 a£0 O- U°^ (^'')l^ =0 

•3 a?e qf No . lima? eq . meN^ .3- limCa?"*) = (lima?)** 
•31 X8 Qf No . lima? eQ . meq .3 limCa?*^) = (lima?)*^ 
'4 Hp*3l . y s qfNo . limy eq .3- lî^^ ^^ = (lima?)|Xlimî/) 

{Distrib(lim,|^) j 
' -41 oeQ 3* ^^ ""^aln = 1. 
•5 aee 3. lim(af^)**l |n e Q 

= ? Q ^ a?3(a*= a?) 

} ElSENSTEiN JfM. a.l844 t.28 p.49 j 
•6 a?eQfNo.lim(a?^^j/a?J|neQou«oo .3. 

lim C^n)\n = lim (a?^+y^n)l^ I Cauchy a.l821 p.63 } 
•7 a,6eQ3. Iim[0+"vj6)/2r|n = v|{a6) 
•8 oe 1+Q .3- 1™ (^V^) 1^ =^ 

î Jac. Bernoulli a.l689 p.383 j 
•81 . TneN, .3 lim (aV/i'")|n =ao 
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•9 aaQ . nsN, Q. lim\[''y\{a+x) \xY 0\\r = 7Q^a-3(a;^-rr-a) =0 
{ JoH. Bernoulli t.4 p.l3: 

« universaliter *J(a+*vJ(a+*'vJ(a+''vJ(a &C.)))) pro aequatione 
habebitur x^ — X — a = O' » j 

Ht 9-1 weqfN^ . limweq O- limfv(w, l-w)/n]|w =limw [=P7-4] 
•2 n£N, . «^£ qf(l-n,NJ .3 

Lm 2;[w(/vs-) |r,l-n] |5 [^ iî[Lm 2<(r,.s) |s] |r, 1-wj 
•3 Hp.'2 : re 1—^ .3^. lim w(r,.s) |s £q :3- 

lim :S[K^,s) |^% 1'"^] |s = i:|[lim w(r,N) |.s] |r, 1-nj 

( Comm(2, lim) j 

2 Ht 10. w,i?8qfN, .3 

•0 2(?/,N,) = Wo+Wi+- = lîm [2(w, 0-n)] |n Df 

P-0 Soit u une suite de q ; c'est-à-dire soient Uq u^ m, ... des quantités. 

I'CWjNq), qu'on écrit aussi Uo+Ui+..., lorsque la loi de formation est 

suffisamment claire, et qu'on peut lire « la somme de la série u » , est la 

limite de 2" w, 0"*n) pour n infini. 
2'(w,No) fiq .=. « la série u est convergente (advergens de Leibniz') » 
^(modw, No)fQ .=. «la série est absolument convergente». 
Selon plusieurs A. une série est dite « divergente », si elle n'est pas 

conv9rgente ; selon d'autres, si 2'(m,No) = x , ou Zt u,No) =: + x , ou si 

Qo £ Lm2'(w,l-*"w) |n ; alors une série ni convergente ni divergente est 

dite < indéterminée ». 

•i 2(î^,No)8q .3 limw=0 | Cauchy a.l821 p.ll6 | 

[ Hp . nsNi .3 Un = 2'(«, 0-"n) — J(m, 0--(n— 1)) (1) 

Hp . (1) . D . limw = Aih^o) - -2'(w,No) =0 ] 

t Cauchy a.l821 p.l32 j 

[ PIO-O .3. S{u+v, Nq) = lim 2'(w+t7, 0-w) |n 
§2- Pl-41 = lim [2"(w, 0"7i) + 2'(î;, O-n)] \n 

§2" Pl-4 =r lim[2'(M, O'n) \n+2:(v, 0— n) |n] 

P4-2 = lim i:{u, 0--n) |n + lim I{v, 0—n) |n 

PlO-0 = 2'(w,No) + 2'(t;,No) ] 

'A m£Nj.wfiqf(l-mîNo) .3. 

2U[t*(r,s)|r, l-m]|s, N,j = l\l[u(:r,s)\s, Nj|r, 1-mj 

•5 US QfNo .3 2;(w, No) e Q w t^c 

[ Hp .3 21(tt,0-n)|nê(QfNJcres.Pl-6 .3. The ] 
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•6 ti.ve QfN, : 7ie^, O,. u^<fy^ : Hv.'N,} eQ Q. ^(«^A) eQ 
•7 ue Qf(NoîNo) O. 

2U[w(m,n)|n, No] |m, Noj = l\l[u(,n,7î)\m, No] |n, Noj 

* 11. 
•i fte CIs'Nq . Num k s infn .3 

!(/;*) = v[Amin,A)|r,NJ Df 

•2 Â£ Cls . a (ftf No)rcp . /£ qf* -3 
2;(/;ft) = ? rr3[ W8 (Af No)rcp . 3w . rr= y^lfic, N<>) ] Df 

•2 i ks Cls . a (ftf No)rcp . fe QfA .3 v(/;a) g Q ^ ^c» 

•3 fte Cls'q .3. 2* = 2(idem, &) Df 

'3i ÂaCls'Q . aft 3. 

2*= 1' X3 a (/n;w)3[ m8N^ . z^e (/^f 1— »i)sim . a'=2(w,l'"?/z) ] Dfp 

•32 AaCls'Q 3. 2fteQow«Qo 

•4 tee(QfNo)sim 3. l(u,'N,) = :i{u%) 

•5 èe Cls'Q . Numft s infn . vA eQ 3- Num/f = NumNo 

•6 /i,fte Cls'Q . ^(hf>k) 3. v(/iwft) = 2A+ VA 

•1. Df de r^/",*:), si fcfi Cls'q. Ex. pour A:= N^, Np, 2No+l: P17 31-5 §.t 3-7. 

•2. A: est ici une Cls dénombrable. Ex. P19-1 26-2 §qn 25-1. 

•3. Df de la somme dos nombres d'une classe. Ex.: 14- 1-2 16*7. 

Dans le cas de quantités positives on peut prendre par Df la '31. 

Les P-4-5 relient les idées « somme d'une série » et « somme d'une classe » . 
F -5 : « Soit k une classe de quantités positives, en nombre infini, et dont 
la somme soit finie; alors la classe A; est dénombrable. 
Les Df lO'O ll'r2 se superposent dans quelques cas. 

- :s * 12. 

•1 u£ qfNo . lim 2^=0 3 ^<o = (^^0— ^i)+(^^i— ^^t)+- 

j MacLaurin a.l742 p.293 { 
l Hp -D- Wo = lim(wo— «*» \''i = lim2|(Mr — Wr+i)|r, 0"-(n— l)]|n ] 

•2 . limî^ =x .3 ('^1— ^<o)+(^^s~^i)+-— =°o 

•3 US qf N, . 2(w,No) eq .3. 1(-h, N^) = -l(u,^,) 

'-i us (QfNo)decr . lim?^ =0 .3- ^0—^1+ ^1—^3+ ••• ^ ^'^0 

•* 3- ^[(-^r^n \^h Nol e eu, 

I Leibniz a.l713 MathS. t.3 p.987: 
c quandocunque séries constat ex membris alternatim positivis et privativis 
et mombra ipsa decrescunt in infinitum, séries est advergens»| 

F. 1901 9 
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X 2 * 13. 

i u£ qf No . aeq . l{u,'N^) çq .'^. y{aff, Nq) = a:i(Uy'N^) 

[ Hp O* ^[aUy^o) =: lim ^{aUf 0"'n) \n =r lim a2{u, 0"-n) [n = 
a lim 2^u, 0-"n; \n ^ rt2'(M,No) ] 

•2 y^e Qf No . v(m,N„) sQ . rc QfN„ . l'r% eQ Q. v(,;x«, N„) eQ 
, [ Hp O- ^^«XM, N„) â (1' v'N,) v(«,N„) O- Ths ] 

•3 k eCls'Q . aeQ 3- ^«* = ^-* 

•41 M£qfN„ . Lm :i{u,0"'n) \n 3q • «£ (Qf NJdecr . lima =0 .3- 
v(aM,N,)eq t Abel t.l p.222 i 

•S u,re Qf N„ . v(«,N^), v(r,K„) eQ O- 

l\l{iK.^n.J''>h 0-n) \n, N„| = v(m,No) X v(p,N„) 

•5 H,7;e Qf N„ . «„+«,+... , r„+r,+... gQ Q. 

j Cauchy a.l821 p.l27 j 
[ pe>Ji O- :?[m,0-Eij/2)] X ;rL»,0-"Ei>/2)] <2I2'(Mmy.-^ml ;/»,0-n)|n, 

•6 as (Qf N,) decr, . i(a,N,) =3o . neNj . /le 0-(«— 1) -3 
2(a, nxN.+;j)=Qo 

/2 ^ 14-1 v/N, =00 I Leibniz a. 1673 MathS. 1. 1 p.49 I 
•2 a,6eQ .3 V /(a+N,&) = 00 

•3 1= /{1.2)+/C2.'6)+/{^A)+ .... [ P121 . «„ = / n-l-1) o. P 1 

j Brounckek a.l668 LondoriT. t.3 p.64ô | 

•4 a£q-(-NJ O- Aa+l) = /i(a+lXa+2)]+A.(^+-2)(a-\-ïi)]+... 

j Stikling a.l730 p.23 j Continuation : P21-6 

•8 'm£N, .3. {1+/2+ ... +/mym=AH»i+l)]+/[2{m+2)]+ ... 

î MacLaurin a.l742 p.295 | 

•6 a£q-(-N„) . m£N, .3 [/a+Aa+l)+ ... +/(«+'>'-!)]/»» = 

/[a(a+m)]+/l(a+l)(«+»»+l)]+ - I MacLaurin a.l742 p.298 i 

^ 15. ?v'£ QfNo .3. 
•1 ï{u/v %) £Q . y(v,\) £Q .3. 2(î<,N„) £Q [ = P13-2 ] 

•2 he9 . mt-N, : ne m+JS, .3„. M„^/?f„ </i 3. v(w,No) £Q 
[ Hp . rsSi O- w«+r < itn hr (1) 

Hp . (1) .D- ^(Mn+r |r, NJ< M„ / (1-A) .D- P ] 



Um 131 

•21 maxLm(w^^i/i^^|n)<l .3 2(i*,No) eQ 

•23 8 1+Q = X) 

JCauchy a.l821 p.l23: 

« Si pour des valeurs croissantes de 71, le rapport converge vers une 

limite fixe /c, la série sera convergente toutes les fois que Ton aura ^•<l, 
et divergente toutes les fois que Ton aura A;>l.»t 

•3 v(i,,No)=x) 0. v|[,,^^^yv(;,,0-/i)l|/i,Noi=^ 

t Abel a.l828 t.l p.400 j 
•4 u.ve Qf No : rsN, O,. u,^, A, < w, ^^ ' ^(^^^^J ^Q O- 

[ Hp .3 (ur lvr)\rs (QfNo)decr .3 l'(W«^'No) = Uolvo . P'i O- Ths ] 

h 2 * 16. î/eQfNo O: 
•i max Lm^'^u^ [n <C1 O- ^(^W eq 

ii >1 .3. =00 

[ Hp . msNi O. 3 (wi+Nq) f> m{un >1 O- limu -=0 3. P ] 

t Cauchy a.l821 p.l21: 
«Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, tandis que 

n croît indéfiniment, l'expression ("«)^ » ^* désignez par k la plus grande 
de ces limites, ou, en d'autres termes, la limite des plus grandes valeurs 
de l'expression dont il s'agit. La série sera convergente si l'on "a Ar<l, et 
divergente si l'on a A:>1.»| 

•12 hs(^ . co -£ Lm ri^+^un \n .3 ^('^A) eQ j Cauchy id. j 
•2 xe ±9 .3 /(1-.T) = l+x+x*+ ... 

! Mercator Logarithmo-technia a.l668 p.25 p.30 t 
(1-0?)^ = l+2a?+3.r' + ... 

(1— a?)-' = l+3a:+6a7'+ ,.. +n(/i+l)/2 x" + ... Cont. P23 
•3 l(2f^-NJ=l 

•4 m Cls'N, .3 :s2-« se -5 0= V [(2-") | u ' (Cls'Nj)J 

•6 22f^(-N,»)£Q.R 

•(il iXf^— (2|^No) £ Q-R I D.Bernoulli a.l729 CorrM. t.2 p.326j 
•7 me 1+Q .3. vNr"*€Q I MacLaurin a.l742 p.290 j 

•8 me 1+Q .3. v(2No+ir'" = (l'-2-"')vN,-" 
j Joh. Bernoulli t.4 p.ll j 

[ J^r^ = 2'(2NO-'«+-^(2No+l)-w . 2'(2N4)-m = 2-»»2'Nr»» 3- P ] 
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•9 v(i+N,)^(-l-N,)=l {Leibniz a.l673 MathS. t.l p.49j 
•9i ps l+N, . rtcR . j). 
«(-"') \'h\l i[(-im(-«*) l",N„], v[«>^{-«') 1^1, N„] eQ-R 
! EiSENSTEiN JfM. a.l843 p.l93 | 

Num V ^ 17. 

•1 XS0 Ô. v[.r»;(i_.r") \n, N,] = vjNumfN,'- n/N,)xx-'* \n, NJ 

I Lambert ArchUerhtonih a.l771 t.2 p.507 ) 
•â xsO r). v[n.«'*/(l— .7;")|n,N,] = viNura(N,A n/(Ni-|-l)Ja;'* |n,N.i 
! EULER PetrNC. t.5 a.l760 p.70 j 

V mod ^ 18. 

•I ne qf N„ . v(modA«, N„) sQ .3- i('«,N„) sq jCvucHY a.l821 p.l29| 
[ Hp .3- "= fiinodu +«) — (inodM —u)]j2 .3- uiod« -\-u, iiiodu — u 
« QofNo . Ji'[i niod(t4-M)+('»'>'lM— «),N„]/2 = 3 inodM, No) s (i .3. 
3modit +«. N„), .îiinodM —m, No) eQo O- T'»» ] 

•2 ne qfN, . v(mod«, N„) eQ . r£(Nof N,)rcp .3. v(«i.^ n„) = v(»,n„) 

î DiKiCHLET JfM. a. 1829 j 
•3 UE qfN, . i(«,N|,) eq . v{modM, N„) = 00 . /?£ q w too « /(— » ) .3- 

a (NofNo)rcp ^ >:3[::i(nr, N„) =/?] j Riemann a.l854 p.221 j 
'i lie QfNo • -(«,No) :=;» . limM :=0 . aeq .3- 

a (tl w t-l)fNo'^ ^5[a =i(^<«, N„)] 
j Mansion a.l887 liés, du cours d'Analyse inf., Paris p.281 j 
•5 ke Cls . Nuraft = Num N^ . /fe qfA . v(mod/; fe) eQ .3 l(f,k) eq 

Ex. : P191. 
•6 ue (qFN„)decr . liraw =0 . 2niod« =ao . v^ gq .3. 

lini[>'(sgnw, 0— v<)//j] |n =0 j Cesàho Anal. Alg. p.l64 | 

ii( 19-1 ue qf(NoiN„) . v[modM,,. | {r,s), (N„^,)] eQ .3. 
l\l(Hr,\r, N„)|.s, No! = :s! v(«,,.|.s, No)|r, N,! 
•2 Hp-1 . re î(N„iNo)f N„|rcp .3. v(«,;, No) = vjv(M,^,lr,No)|s,No| 
î •1-2 Cauchy a.l821 p.445 i 
?(,z*eqfNo .3^ 
•3 v(raod//, N„), :• (modr, N„) eQ .3 

v(«,No) X v(r,No) = ^l i( '«,.?%.-„. I»'-, 0-« ) |n, N„ 1 
î Cauchy a.l821 p.l32 j 
•i l{u,^„), 2;(r,No), l\l{u,„v„_^ \m, 0-«.) \h, N»] eq .3 Ths P-3 

j Abel a.l826 I p.226 j 
•5 v(mod'/, No) eQ . i;(r,No) eq .3. ThsP-3 
{ Mektens a.l875 JfM. t.79 p.l82 } 
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•6 tes q f (NoiNJ . l[lV mod u[m,7i)\m %)] \n, N^] eQ : 

neNjj .^;i. lim ?^(>>i,n)|meq r^. lim 2[w(/>i,>?)|7i, NqI |m 
=z yj\\\m u(m,n)\m\\n,^^ \ Comm(i;, lim) j 

•6 1 te Cls'q . as ôk . ue q f (/c î NJ . ^jl' [mod ^^(.t,?!)];!; 7,i | w, N^ j £ 
Q : waNo .^^^. lim[w(a;,n) |j/', A:, a] eq i^ 
lim{2[««t>t:,?0|^^No]|a?,/i;,aj = vjlim[«<(j?,n)|;r,A-,a]|/?^,NoJ 

Ex. : §cont 3-3. 

Soit u une fonction de doux variables entières w,/i. La série 2[u{77ijn) 
«, No] est convergente, pour toute valeur de ?w, lorsque (PI -3) : 
wfNo O: ^sQ. Oa. a N^o^Jf>5{g'ajp+No O-y. mod2'[M(7n,r) |r, />■••</] </ïj 
Quelques A. (Cauchy a.l821 p. 131) ont confondu cette condition avec la 
h£ Q Oa. a No^;>5|^w£No . qBp+\ Oww- mod J[ //(?/?., r; |r,7r--(/] < h\ 
Abel (t.l p. 224) en a noté la valeur différente. On dit que la série u est 
de convergence « gleichmftssig (Weierstrass a.l841 t.l p.67j uniforme, in 
egual grade», si elle satisfait à la dernière condition. Sont des conditions 
quelque peu différentes les convergences uniformes « in générale » (Dini 
a.l878 p.l02) « semplice » (id. p.l03), « a tratti » (Arzelà a.l900 Bolo- 
gnaM. p.711). 

Puisque nous n'avons pas introduit un symbole exprès pour indiquer 
« série convergente », il ne convient pas d'introduire des symboles pour 
indiquer les différentes espèces de convergence. 

Notis donnons à ces théorèmes la forme sous laquelle ils se présentent 
dans les applications. Voir §S 11'12. 

Dans la P-61, au lieu d'une variable entière m, on considère une x, 
dont la variabilité est k. 

^ * 20. 

•0 tis qfNo .3' J^(**>No) = M„M, ... = lim 77(?«, 0""«) \n Df 
•01 wen . t«e qfl^m+Na) .3- 

i7(M,m4-No) = u^^u„,_^.^ ... = lim n{u, m — m+n) \n Df 
•1 ue QfNo . i7(M,N„) eQ r)- limw = 1 
•2 a,6eQ . a<b O- ni{a+r)/ib+r) \r, N„] =0 
•3 » (ï^b » » » » ^00 

•* pe l+N^ .3 niil-p-") \n, N.] £ Q-R | Eisenstein a. 1844 p..39 j 
•5 a;eq . raod.«<l .3. /{\—x) = {l+x){l+.i^)(l+x*){l+.it-') ... 

= n\[l+a^{2^)] |?i,N.i } EULER a.l748 p.273 | 

^21. 
• I ue Qf N„ .3 77(1 +w, N„) eQ .=. v(m,n„) cQ 
•2 ue ôfNo .3: IJ{l-u, N„) eQ .=. 2(«,N„) eQ 
•3 27(1— M, N,) =0 .=. 2(w,No) = 00 
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•4 ue (-l+Q)fN„ . 2(M,No), 2(«',N„) eQ Q. /Z(1+m, N») eQ 

•3 . :i(^',N„) cQ . v(«',N,) = 00 .3 /7(1+M, No) =0 

I -l--» Cauchy a.l821 p.4G0 j 
•6 ae q-No . »ieNi .3 
//îiî//7(«+/'+ O-z/i) |r, N„î = /n[a-\- O-(w-l)] 

î Joh. Bernoulli a. 1692 t.l p.521 1 

V i7 ! ^22. 
•1 as (NJN,)cres .3 l\[/n{a, 1-m)] \n, NJ £ Q-R 

.3 Ai + /(«i«i) + /(«i«i«.)+ •" e Q-R 

î SïERN a.l848 JfM. p.95 j 
•2 a£ Ni .3 v;a^ — (N,!) e Q-R 
•3 aeq 3- Hm(a''/;i!) |h=0 
•4 lim"vj(/i!)|rt= 00 I Cauchy a.l821 p.64 | 
•s 1 = /2!+2/3!+3/4!+... = l[ «/(»+!)! I», N. ] 

j Joh. Bernoulli a.l692 t.l p.525j 
•6 ae 1+Q 3. /(a— 1) = 2 j «!//7(a+ l"-n)\n, N, } 

( Stirling a.l730 p. U j 

C 23-1 weq . a;eq . moda;-<l 3 

(l+£c)'»=v[CK>Oa^"|«,N„] = 

l+wa;+»/i(»i— 1)/2! a7'+...+»i(m— 1)...(ot— n+l)/«!a?'* +... 

j Newton 13 Junii a.l676 : 

« Sed Extractioiies Radicuin niultum abbreviantui; per hoc Theorema. 

P+Py|T= Pir + -AQ+-2- BQ+-3^CQ+^^DQ+&c. 

ubi P+PQ sig-nificat Quanti tatem ciijus Radix, vel etiam Diinensio qliaevis, 
vel Radix Diiiiensionis, investiganda est, P primum terminum quantitatis 

ejius; Q, reliquos terminos divisos per primum. Et — numeralem Indi- 

cem dimensionis ipsius P+PQ: Sive dimensio illa intégra sit; sive (ut ita 
loquar) fracta; sive affirmativa, sive negativa. 
Nam, sicut analystae, pro aa, aaa^ &c. scribere soient a*, a', &c. sic ego, 

1 3 6_ 

pro l'rt, l'a^, yCa* &c. scribo a '-^ , a/^, a'^, . . . 

na JL^ 

... Denique, pro terminis inter operandum inventis in quoto, usurpo A, 
B, C, D, &c. Nempe A pro primo termino P "j^ ; B pro secundo — AQ; 
& sic dcinceps. » | 

Dem : voir §cont 3*4 
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•2 me — 1+Q O- 2*"= 2[C(w,n) \n, NJ |Abel a.l826 t.l p.245( 
•3 wîsQ O- 0=^^(— irC(W'H)|«,N„] 
•4 Hp-1 O. (!-:»)-•" = v[C(//i+n,n).K" |n, NJ 
•5 //teq . .-Bfi Q_/2 .3 (l+aj)" = v;c(///+«,«)[a; (l+ic)]" \n, N,! 

sgn ^ 24. 

i ke 1+Q . «eq .3 sgna? = lira (/f"*-A-'")/(r"+Aî-'") \n 
•2 a:er 3. lira [/î(«!x-)4-j8(— n!a?)l | » = lim (sgn /î n!x)| n =0 
•21 xsq-r 3- » » » » » =1 

max min ^ 25. 

M w£ Cls'Q . Numw eN, .3. lim [{i »f""^')/(iM")]|« = max?/ 

j D. Bernoulli PetrC. iM \ 
•2 Hp"l .3 lim^vj v(?0 |n = max« . lira (v «-")-'» |n = minM 

t Encke a.l841 JfM. t.22 j 

Chf ^ 26. a;eq .3 

• 1 œ= Ea?+ v[X-"Chfl;X"a;) | n, N,] 

La P'I donne l'expression d'un nombre sous forme de fraction décimale. 

Np « 31. 
•0 lim(Num(Np'>l-«)/n]|n=0 | Legendre a.l797 p.464 | 
•1 lim([max[Np '>(l+4(l-n)VNj]] /n\ ]« =00. 

J Tchebtchef; Voir Markoff a,189ô ParisCR. t.l20 p.l032 j 
•2 lira|Nura[Np'>(4N„+3)'^(l-n)]-Nura[Np«(4N,+l)'»(l-rt)]j|n= oc 

•3 liraj / j — =1 

•4 lirai î j 

/Nura[Np « 1-ExJn] \ \n =/2 
|-2--3 TCHEBYCHEF a.l853 t.l p.697; '4 Ce-sàro a.l89G, NapoliR.| 
•H me 1+Q, .3 2N.-"' = /7y(l-«-) \n, Np] 

} EULER a.l744 PetrC. t.9 p.l72 ; a.l748 p.225 j 
•6 a,&£N, . D(a,6) =1 .3 2 /|Np >> (rtN„+&) j =qo 
j DiRiCHLET a.l837 t.l p.313 j 

Continuation : §cont §D §e %C §q„ P24 §vct P20-21. 
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§73 cont = (fonction continue) 

6 lim ^ 1. tie Cls'q . u'^du r^.\ 
•0 fe (qf^/.)cont .=: /feqfw : œeii .3x- lîm(/',w,a?) = fx Df 
•01 ^ .=: » : AeQ . xeu r^k,x. 

a Q^ /i3[ f/su . mod(y— 0?) </? Oy • ^od(fy—fx) <Ch ] 

Note, « cont » sig^nifie « fonction continue » . La définition P-0 se rencontre 
dans Abel t.l p. 223. La P*01 est une transformation de la *0, où l'on a 
remplacé le signe « lim » par sa valeur. 

•1 rmodf^ eQ . 2^= ou . fe (qf<<)cont . ke Q -3 

a Q^ h3[ Xyf/eu . mod(y— a;) <:^h ."^x,]/. modify—fx) <Ck ] 

Le second membre de la P*l contient les m5mes éléments que la P*01, 
différemment groupés. Heine, JfM. a. 1870 t.71 p. 361 a reconnu la valeur 
logique différente des P-01 et -1. La P-1 a été démontrée par Heine, 
JfxM. a.l871 t.74 p.l88, Liiroth, MA. t.6 a.l873 p.319. 

^ 2. afieq . a-=6 . /fe (qf a^ 6)cont .3- 

i fa<:0 .fb >0 3. ^Oe f\a-h) \ Cauchy a.l821 note 3 j 

[ y= y X2[fx <0] .3. yB a-b . fy :=zO 1 

•2 fa- fh Z^ f\arh) 

•3 atmax/*'(a^&) . a « min /*/(a^ 6) 
i Weterstrass ; Cfr. G. Cantor JfM. t.72 p.l41, t.73 p.296 j 
[y=i\' Xdixzd-'h A'f\a^x)<V f'd^h] .3. yea'-^ô . /V= max/**(a^6) ] 

^ 3-i fe (qfq)cont : y, jaq O^,^. f[>/+z) = /V+/xr : xb(\ Q. 
fx = (f\)xx 

[ Hp .3. /(0-H)) = /D+/1) .3. /t) =0 (1) 

Hp . xsq .3. /•[•ï''+(-.^)] = fx+f-^x . (1) .3. f-x= -/2p ( ) 

Hp . /wN, . 5C£ qFl-";i .3. f{Zx) = 2" (/à?) (3) 

Hp . nsNi . Xfq . (3) .3. f(nx) = nfx (4) 

Hp . a?£q . men . (1) . (2) . (4) .3. f(mx) = mfx (5)' 

Hp . xfq . nsN^ . (4) .3. fin{xl?i)] = n/'(jc/n) .3. Mn) = (/x)/n ;(6) 
Hp . xsq . msn . nf N^ . (5) . (6) .3. /'[(m/n)x] = /'[?w(x/7i)] = {mfrCjfx (7) 

Hp . xsq . t/sr . (7) .3. f[yx) = yfx (8) 

Hp . ccfir . (l,x.|(.r,.y)P(8) .3. fx = (r(/*l) (9) 

Hp . X€ q-r .3. fx = lim(/]!/|y, r, x) = lim[^(/*l)|y, r, rc)] = xf\ (10) 
(9) . (10) .3. P ] 
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•2 fe (qfq)cont : y,^fiq Oy,a. /T,y+^) = /y X A' : o^aq Q. 

/îr=(/l)f^ir j M-2 Cauchy a.l82l p.l03 j 

•3 HpPl . /£qf(t^SNo) : neN, Qn . /*(J?,^^) \x s (qf^^)cont : 
2tr[mod/*(a;,n) \x ^u] |n, NJ fiQ :3 2[A^?^) h^j NJ |iZ? e (qfw)cont 

[ §lim 19-61 O- P ] 

•4 §liin P23-1 Dm 
[ xsq . modx < 1 . ?n€q O- 

lim mod;[C(m,w+l)aî»+i]/[C(w,n).r« ]î|w = modic (1) 

Hp(l) . §lim 15-2 O- 2{modC(»n,n)a:r~ |n, No] ^Q l2) 

Hp(2) . §lim 18-1 O. 2'[C(w,n)xn |;2, No] sq (3) 

xeq . inodx < 1 . /"= 2:LC(w,n)ctrn |n, NJ|7W . (3) O- A (qfq)cont (4) 

Hp(4) O. /■! = l+ac (5) 
Hp(4) . m.nsq . §lim 19-3 O- {fm)X{fn) = 

2';2'[C(m,r)C(w,.s— r)x» |r, 0-\v] |.s Nq! (6) 

Hp (6) . §C 6-31 O. {fm)X{fn) = f{m+n) (7) 

Hpï'4) . (5) . (6) . §cont 3-2 O: ?»£q O. fm = a+ir> (8) 
l«)DP ] 

Cotte démonstration pour m rationnel est due à Eulcr, a. 1774 PetrKC. 
t.l9 p.l09. Abel a.l826 t.l p.223, a étudié la série binomiale pour toutes 
les valeurs de x et de m. 
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§74. D = (dérivée) 

+ - X / q (î lim ^ 1. 

•I te Cls'q . A3 dk . fe qfk . X€ k .3 

D(/;M0 = lim[(fy-fx)/(y-x) |y, k, x] Df D 
•H Hp-1 .3, D(/;*,^)=lîmî[/];a;+A)— /•a?j//i |;i, jfc— a?, Oj Dfp 
•2 te Cls'q . iQ ^A- . /fe qFA- . X£k .3. 

D/à? = lim[(fy-fx)/(y^x) |y, Variab/; a?] Df 

•3 Hp-2 .3. D/*= (Dfx \Xy Variab/") Df 

Note. 

Pour avoir une dérivée il faut donner une fonction /*, la classe k des 
valeurs de la variable, dans laquelle la fonction est définie, et une valeur 
particulière a", appartenant à la classe A:; il appartient aussi à sa dérivée 
ôky si kZ)àk. 

Nous l'indiquons par D(/',fc,ac), qu'on pourra lire « la dérivée de la 
fonction /", considérée dans la classe k, pour la valeur x de la variable » . 
Ce symbole représente, par définition P-1 « la limite du rapport (/'^—/îr)/(y—x), 
la limite étant obtenue en faisant varier ?/, dans la classe A:, vers x». 

La classe k coïncide dans la pratique avec la classe q (ex. P3-1), ou Q 
(ex. P3-4), ou est un intervalle, ou l'ensemble q-<0 (ex. P3-2), ou a des 
formes plus compliquées. 

Si l'on fait varier la classe k, la dérivée ne change pas dans §e4'l 
§q' 15*1. Elle peut chang^er dans d'autres cas. 

On a p.ex : D(mod, Qg, 0) = 1 , D(mod, — Qo, 0) =: —1 

Quelques A. appellent « dérivée à droite » l'expression D(/', x+Qb» ^) ; 
D(/', X— Qo, x) est la « dérivée à gauche ». 

Si au lieu de donner la fonction /*, l'on donne l'expression contenant une 
variable x, il suffit d'écrire après cette expression le signe |x, pour avoir la 
fonction f. Dans {fx)\x la lettre x est apparente ; en conséquence il ne faut 
pas la confondre avec la x qu'on peut rencontrer dans une autre place de la 
même formule. 

La notation que nous adoptons satisfait aux lois sur les définitions; rien 
ne doit être sous-entendu, ou ajouté par le langage ordinaire. 

Mais, pour nous rapprocher des notations communes, on peut considérer 
l'ensemble de la fonction f et de la classe A: dans laquelle cette fonction 
est censée définie, comme un objet seul. Si nous l'indiquons simplement 
par /*, on aura fsqFk. La P-2 définit alors D/x, qu'on doit considérer 
comme décomposée en {Y>f)x « dérivée de f, pour la valeur x » , et non en 
Di/xi, car on ne dérive pas le nombre /x. 

La -3 donne la définition du symbole Df, 
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Leibnjz indique la dérivée de y par rapport à x, par le signe -^, où 

« recta aliqua pro arbitrio assumpta vocp-tur dx » (MathS. t. 5 p.220) et « ipsafl 
rfar, t/y, ut îpsarum x^y differentiis sive incrementis, vel decrementis mo- 
mentaneis proportionales haberi posse » (p. 169). Dans quelques cas il pose 
cfx=:l; alors le signe d indique la dérivée; comme dans les formules: 

dx =1 , dp =2x , rfx' ==Sx^ etc. d^ = — ^ etc. 

^^ 2}'x 

(Briefwechsd t.l p.226) 

Newton indique la dérivée par un point au dessus de la fonction 
(Voir P8) ; Lag range par un accent (Voir P9); Arbogast par Dfx. 

Cauchy {Œuvres s.l t.4 p.255) indique les dérivées par Da; , Dy ,,.. où 
rindice désigne la variable par rapport à laquelle on dérive. 

Jacobi a distingué la dérivée d'une fonction de plusieurs variables, par 
rapport à une variable, par des 5; les dérivées sont alorrs dites ** par- 
tielles ", Ces notations sont insuffisantes, car si l'on a une fonction de 3 
variables fe qfCq-q-q), et si usqt'q, tes qf(qiq\ il faudrait plusieurs espèces 
de c? pour indiquer les 4 dérivées : 

I> f(Xyy,^^^\Xy D f[^x,ux,z)\x, D f[x,y,w:x,y)]\x, D fix,uXyir{x,ux)]\x. 



^ 2. k£ Cls'q . ^3 dk , f,u,v, Du, Dv £ qYk . asq .3. 

•i T>(u+v) = Du+Dv 

[ Hp . XEk O. D(w+v) = \im\[{u+v)y—(u+v)x]l(y'-x) |y, fc, x\ 
= limt (uy-{'Vy—ttx—vx)l(y—x) » 
= lim| (uy—ux)l(y-x) + (vy—vx)l(y—x) » 
= \\m[{uy—ux)liy^x) \y, k, x] + \im[{vy—vx)l{y—x) |î/, /c, x] 
^ Dur -\~Dvx ] 

'2 Dau = aDu 

•3 I>(uxv) = tiXDv+vxDu 

[ Hp . xsk .3 I>(uXv) = \im[(uXv)y—{uXv)x]l(y^x) |y, k, x] 

= \im[{uyXvy—uxXvx^l{y—x) » 
= \im\[ux{vy—vx)-\-vx(ii;/—nx)-\-{icy — uxYvy -wc)]/(^- x) » 
= \im[uxX{vy' vx)l(y—x) + vxX{uy—ux l\jj'—x -f 

{uy—ux)l(y—x) X (vy—vx)l{y—x) X (y—x) » 
= uxXDvx + vxXDi^a: ] 

•4 /'A 3 d/«ft . ^, Dge qF{f'k) Q. D(^na' = (Dg)fx X D^iB 

[ Hp O- D(if/')x = nm[ {fff!/-gfx)liy-x) [y, fc, ar] 

= iHi9fy-9fx)Kfy-Mx(/y-fx^l{y-x) . O- Ths ] 
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f^ ^ 3-1 œe qnO Q. IH/x\x, q-fO, x) = —/a?' 

[ I>(Wa?, q-«0, a;) = lim[(/^— /jc)/(^y-ic) |i^, q-<0, ac] 

= \im[—l{t/x) » » » = —/aï* ] 
•H HpP2.0-eî?'ft .3. D/y = — Dy/y* 
•12 » » » D{u/v) z=: (vDu—uDv)/v* 

•2 meN^ . xeq .3- D(a;"*|ir, q, x) = ma;"*"* 

[ D(aîw|a:r, q, x) = lim[(2r-'a:~)/(y-a*)|y, q, x] 
= liin[2'(yw-r3cr-i I r, l---7w)|.y , q , ac) = wx»-l ] 

•21 HpP2 . meN, . i^eqFi .;j). DCz^f^m) = m24^(m— l)xDw 
•3 niER . xe q-*0 .3 D(a;"*|,x, q-*0, ir) = mx*"^ 
[ mB\ . P-1 .3 P (1) 

wfiNi . w=— ;i .3. D(jc-»»|.r, q-rO, ce) = D(/a^ |x, q-«0, se) = 

— ?wc«-i/3c2» = — nx-«-i = ?narw*-i (2) 

' (1) . (2) O. P ] 
•4 ?/i£N, . xeq 0. D( "^4r [jp, Q, x) = /m •^^r'^"* 

[ D(.2f^/m |.r, Q, x) = \\m[{y^lm-a^lm)l{y-x) \y, Q, x] 
= / liin} [(t^lnipm — (ac|^//w)(^m]/( 7/|N/m— af^/'/u) » » 

•5 mer . o^eQ .;3- ^(^""l^y Q, ^) = ^^^'"~* 
[ PI . P-4 o. P ] 

} Leibniz, Nova methodus p?*o maximis et minimis itemque 
tangentibus,.,. et singulare pro illis calcidi genus. Acta Erud. 

Lips. a.l684: 

* Additio et Subtractio: si sit z — y + ^^ + ^ aequ. v, erit dz — y-\-tv-\-x 
seu dv œqu. d^ — dy-{-dw-{-dx. 
MulHplicatio: d'xv œqu. scdy+udsc. 
Potentiœ: da^ = a.ac«-i dx. 

Va a a b, a — b 
X = "T-dic 1/0? 

Suffecisset autem régula potentiae integrae tam ad fractas tam ad radiées 
dcterminandas. » | 

I Newton, Philosophîae 7iaturalis pinncipia mathernatica, 
a.l686 t.2p.55: 

« Lemma II. Momentum genitse œquatur momentis laterum singulorum 
generatium in eorundem laterum indices dignitatum & coefficicntia continue 
ductis. 

Genitain voco quantitatem omnem, quœ ex lateribus vel tenninis quibus- 
cunqué in arithmetica per multiplicationem, divisionem, & extractionem 
radicum.... Has quantitates, ut indeterminatas & instabiles, & quasi motu 
fluxuve perpetuo crescentes vel decrescentes, hic considero ; & earuni în- 
creinenta vel décrémenta momentanea sub nomine momentorum întelligo: 
ita ut incrementa pro momentis addititiis seu affirmativis, ac décrémenta 
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pro aubductitiis seu nogativis habeantur. Cavo tamen intellexeris particulas 
finitas. Particulae finitse non sunt momcnta, sed quantitates ipsœ ex ino- 
mentis g'enitae. Intolligenda sunt principia jamjam nascentia finitarum ma- 
gpiitudinum. Ncquo enim spectatur in hoc lemniate magnitude momentorum: 
sed prima nascentium proportio. Eodem recidit si loco momentorum usur- 
pentur vel velocitates incrementorum ac decrcmcntorum (quas etiam motus, 
mutationes & fluxiones quantitatum nominaro licet) vel finitaî qusevis quan- 
titates velocitatibus liisce proportionales. Lateris autcm cujusque generantis 
coefficiens est quantitas, quse oritur applicando genitam ad hoc latus. 

Igitur sensus lemmatis est, ut, si quantitatum quarumcunque pcrpetuo 
motu crescentium vel decrescentium A, B, C, &c. momenta, vel bis propor- 
tionales mutationum velocitates 'dicantur a, 6, c, &c. momentum vel mutatio 
geniti rectanguli AB fuerit aB-j-6A, & geniti contenti ABC momentum 
fuerît a B C + 6 A C + c A B.... Et generaliter, ut dignitatis cujuscunque 

n n—m 

A*" momentum fuerit -la A *" . » 1 
m 

^ 4. afisq . a<b . fs qFoT b O: 

•i œ£a-b.fx^=maxf^ar'b.Dfx£q .^. Dfx=0 

[ Hp . §limP2-4 O. D/bî = \lm[{fy^fx)liy-x)\y, (t^bf>(x^Q\ x] (1) 
Hp . 2/f a^6^(a;~Q) .3 fy-fx^O 

. O. {fy-fx)Ky-x) ^ (2) 

(1).(2) O. D/ir^O (3) 

Hp O. D/x = lim[ (fy^fx)liM-x) \y, a^hrs (x+Q), x ] (4) 

yE(^hf^ (x+Q) o. {fy-'fx)Ky-x) ^ (5) 

^4^.(5) .3 Wx^O (6) 

(3) . (6) O. P ] Ex. Dem P-3 

•il (min I max)P-l 

•2 T>f£ qFa^ft Q. /fe {qFarb)cont 
[ Hp . a:£a^6 .3 nm[(fy—fx)\y, a^b, x] = 

\\m[{fy--fx)l(y-x) X {y-x^ |.y, a^&, x] = {Dfx) X = ] 

•3 DfeqVarb.fa=:fb=0 .3- ^orb^x3(T>fx=0) 

\ ROLLE a.l689 p.l27 : 

« Les racines de chaque cascade (dérivée) seront prises pour les hypo- 
thèses moyennes de la cascade suivante ». ! 

[ Hp . P-2 O. fB (qFarb)cont (1) 

Hp. (1) .§contPl-3 .3 a«max/'^a^6 . a^min/^^a^ft (2) 
Hp.aQo/'*a^6 .D. max/"*a^6fQ 

» » » , xs a^b . fx=z max f'a^ b .3- xe a b (3) 

» » » » » » » » . (8) . P-1 .3. Ths (4) 

Hp . 3 {-(Tf^f'a'^b .D. 3 Q^(-; Vz-'ô . il) 3. Ths (5^ 

Hp . -a Qrf'd'^b . -a {-qyyf^a^b 3 /'e «0Fa^6 .3. Ths (6) 

(4) . (^5) . (6) 3. P ] Ex. Dem P-4-5 
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•4 Dfe qYcT h .3 (fb^fa)/(h^a) s Bf a^b 

\ Cavalieri a.l635 l.vii p.13 (p.492 de l'éd. de 1653) : 
« Si curva linoa quaecunque data tota ait in eodem piano, eni occurrat 
recta in duobus punctis..;.. poterimus aliam rectam lineam prcfatae aaqoi- 
distantem ducere, quae tangat portionem curvae lineae inter duos prœdictos 
occursus continuatam ». | 

[ Hp . flr = [ fx^fa-{x-aXfb-fà)lib-a) ] \x O- 
ga:=gb=0 . D^ = Df-^fb-fajjifi-^i) , P-3 .3 
aa"~~6nac3[D/x— (A— /^^/(ô— a)=0] O. Ths ] Ex. Dem P-7 

•il /; Dfe qF{a+Gh) .3. f{a+h)-^fa s hDf[a+0h) [ = P-4 ] 
•5 /; D/; g, Dge qFa"" b . 0-e DfaT 6,3. 
(fb^fa)/(gb^ga) e ( (Dfx)/(Djx) ] \x ' a^b 

[ Hp . A=: [ fjc—fit—{(fx^(fa){fh—fa\gb—ga) ]\x -D. 
^ z= A6 =0 . P-3 O. P ] 

i Cauchy Cale, diff. a. 1829 p.37 | 
Les P-4,-5 s'appellent « théorèmes de la moyenne ». 

'6 T>f£ QFa*^6 .3 /•e(qFa'^&)cres 
» — Q » » > > decr 
» («0) » » » » const [ p-4 3 P ] 

^ 5*1 a,&eq . a-=: ft . /*,flf£ qFa"^ b . fa = ga =0 . Dfa, Dga eq 

[ Hp .3' liwi (/se /^xO|.r = lim [{fx—fà)f{gx — ga\) \x 

= lim } [i^fx-^fa%x--à)\l[{gX'--ga)l{x-'a)\] \x 
= (Dfa)l{Dga) ] Ex. Dem P71 

{ De l'Hospital, Analyse des infiniment j^etits a.l696 p.l45: 
« si Ton prend la différence du numérateur, et qu'on la divise par la diffé- 
rence du dénominateur, après avoir fait ac=a, l'on aura la valeur cherchée » . } 

•2 a,b£q . a'c=b . f,ge qFa^ b . fa=ga =0 . T>f, Dg e qFa"^ b . 

-e Dg'a^ b 3. hm{f/g, a-b, a) 3 Lm(D/; D^r, a-b,a) 

l Hp . P4-3 .3. 0-£ g' a—b .3. flg s qFa" 6 (i;. 

Hp . xe oT'b . ys a~x . P4'5 .3. fyjgy e (DflDgy{a~x) (2) 

» . (2) 3. iflgna-x) 3 (DflDgyia-x) (Sj 

» . (3).§;. 1-31 ,3. yl » 3 ^ » (4i 

» » .ys hm{flg, a^b, a) , Df Lm .3. ys A[{flgY{a~x)] (5) 

,{^\{b) .-3, yaA[(DflT>gY{a-x)] ((i) 

Hp . ys Lm(/7^, a^^ft, a) .(6) .3: ars a" 6 .3^ • y^ A[(DflDgy{a—x) (7) 

» » . (7) . Df Lm .3. ys LmÇDfjDg, a^b, a) (8 

(8) DP ] 
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•2i a,b£q . a-:i=6 . f,ge qFa*^ b . fa = ga =0 . D/, Dg e qFa*^ b . 
-8 Dg^a-b . lim(D/'/ Dg^, a*~6, a) € q ^^ fao ^^ e(— oo) .3. 
lim(/7flr, a-ft, a) =2 lim(D/*/ Dflr, a~6, a) 
t P-2 3 P } Ex. Dora P71 

à aeq . f,g,T>f,Dg s qF{a+Q) • lim(/; a+Q, 00 ) = ïim(g, a+Q, oc ) 
=0 . -£ Dg'(a+Q) . lim[(Dfx/Dgir)\x, a+Q, qo ]e q aoo y 
4(«3o ) O- ^^(f/Sy ^+Q, «^ ) = lini(D//D5r, a+Q, oo ) 
[ limiflg, a+Q, ^ ) = Hml f{a+lx) / ^(a+/^)]|x , Q, 0! . P-21 O- P J 

•^ aeq . /*, D/'£ qF(a4-Q) . lini(D/; a+Q, 00 ) e q w eao w ^(— oo ) 
.3. Um[(/à;)/a; |ir, a+Q, oo ] = lim(D/; a+Q, 00 ) 

•5 aeq . f,gM^9 £ qF(a+Q) . lim(flr, a+Q,a) ) =00 . -e Bg' 
(a+Q) . lini(D//D9, a+Q, oo) eq Q. 
lim{f/g, a+Q, oo ) = lim(D/7D^, a+Q, oo ) 

^ 6. AeCls'q . ft;^^* . m£N^ . ?^,î?,D"'w, D"V; £ qFA; . aeq .[3. 
M D"(2^+r) = D"w+D"t? -2 D"aw = aD"w 

•3 D"{wXî;) = 1[ C(m,r)(D""'*i^)x(D'"t?) |r, 0-m ] 
[ Leibniz MathS. t.5 p.380 t 

•4 /£ qfA: . xek ,3 D"*(/;/t,ir) = D"*(/;â) x Df 

Si M est une fonction définie F, a signification D»»m, par §+ 10-9. Si /"est 
une opération f, la P'4 simplifie un peu les formules. 

•5 )i£ m+No . xeq .3 I>"*(^"k, q, or) =77[w— 0-(//<— l)jXa-^""' 
72eq . .reQ » Q » » » 

/zen . œe q-fO » q-^0 » » » 

•6 ireq .3. D*^[a;'*(l— ir)'*|a?, q, a^] = 

^ 7-1 a,6eq . a-c=6 . /;/7e qFa"^ b . meN, . fa = D/a = D'/a = 
... = B^a =0 . D"' 'Ytt £q.ga = Bga = DV/a = ... = D*"ga 
=0 . W'ga eq^O .3 lini(//5r, a-b, a) = (D^^^ya^lD^-^^^a) 

[ Hp . P5-2-1 O. lim(/"/(/, a" 6, ri^ = limD/yD//, a"" 6, a) 

= limiDy/DV, » ) = ... 
= lim(D»»/7Dw^, » ) = Dw+i/a/Dw+i^a] 
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^ 8. a,beq . a-=b . xs a-b . nisS^ . f, Bf, DY, ... D*""*/" e qF a-b 
.D"'fxeq .3. lim[\f{x-\-h)-i[hyt%Wfx)\r,0"'{m-l)]\/ 
h" \h, a-b-x, 0] = (D'"fx)/ml 

[ ( \f^x+h)-2[hr /r! Dr fx \r, O-(m-l)]! |ft, A«|A ) | 

( /• , <7 ) PT 0. P ] 

} Joh. Bernoulli a.l694 t.l p,126: 

< habetur h«ec séries generalissima : 

, . , , zzdn , s^ddn s^dddn , 

Iniegr. ruh = + nz - ^-^^ + ^^-^-^ - ^ g 3^ ^^ d^c, . 1 

} Taylor a,1715 p.21 : 

« Sint z et X quantitates duae variabiles, quanim z uniformiter 

augetur per data inorementa « , et sit nz =: v 

p.23 : ... quo tempore z uniformiter fluendo fit z-\-v , fiet x , 

I MacLaurin a.l742 p.610: 
« Suppose that y is any quantity that ean be expressed by a séries 
of this form A + Bz -j- C^' + Da* + &c. where A, B, C represent invariable 
coefficients . . . When z wanishes, let E be the value of y, and let 

E, Ë, E, &c. be then the respective values of y, y, y, &c. z being sup- 
posed to flow uniformly. Then 

Z lx2z« 1X2X3 z« 
p.611 : This theorem was given by Dr. Taylor. 
p.612 : which theorem is not materially différent from Mr. Bernouilli's. » î 

{ Arbogast a. 1800: 

^f ^ ^ 1? i I^Fa , D«Fa , . D»Fa . . ^ , 

F{a+x) = Fa + -p-x + -j^x* + jj^^ + etc. | 

Note. 

La P8 s'appelle généralement « formule de Taylor », et pour a; = 0, 
« formule de Maclaurin », bien que déjà énoncée par Joh. Bernoulli. 

La signification du « etc » a été douteuse. Le second membre n'est pas 
la somme d'une série ; car la série peut être divergente ou avoir une somme 
diiférente du premier membre. 

Nous avons donné cette interprétation de la formule dans les note^ a 
« Genocchi, Calcolo differenziale a.l884 p.XIX ; trad. allemande p. 321 », 
Mathesis a.l889 p.llO, TorinoA. a.l891. 

On peut remarquer dans les citations le développement du symbolisme. 
Ex. de la P8 : §plan08cul 21. 

Continuation: P9 §S 21-i §q„33'2 
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mu 9. a,^q . n,2>£N, . f, DYe qF(a+eh) .3- 

M f{a+h) - 2[ (;i7r! D7a)|r, 0-(»-l) 1 e hyn\ Dy{a+(Hi) 
■i » » e h'*/(n-iy.[{l-t)''-'T>'*f(,a-\-th)]\t'e 

•3 . » £hy{n-iy.[H-tf-''/pDy{n+th)]\t'0 

{ '1 Lagrange a.l798, Th. des Fonctions analytiques p.52 : 
« D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa simplicité 
et généralité, qu'en désignant par u une quantité inconnue, mais renfermée 
entre les limites et x, on peut développer successivement toute fonction 
de X et d'autres quantités quelconques suivant les puissances de x, de 
cette manière : 

fe = f. + xt-u, 

= î.+ xf. + |-'r«, 

= f.+xf'.+ ^V.+|ir«, 

etc. , 
les quantités f., f ., f'., etc. étant los valeurs de la fonction tac et de se« 
dérivées f'x, f 'j», etc., lorsqu'on y fait ic = ». \ 
I -2 Cauchy, Exercices t.l a. 1826 p.26 j 
j -3 SoHLôMiLCH a.l847 p.l77 j 
Dom P-1 [ Hp . fc= \f{a+h)—2:[hr /r! Dr fa |r,0•'•(?^-l)]| //i»» . 
g= \fx—l\(x—a)r jrlDr fa [r,0"-(n— l)]-/c(x— a)« !|.c .3. 
ga =z Dga =r D^ga =z ... = D« -i^/a =0 . g{a+h) =0 .3. 
a (a {-eh)f> W3(D» gu=0) .3. 
a (a+^A)r^ W3[D» /"m— /i!A:] =0 .D. 
k£ Dn f'{a+Oh)lnl ] 
[ P-3 . 7^=1 .3. P-2 ] [ P-3 . p=n .3. P-1 ] 

mt . lOM a^beq . a^=b . fe qFa^b . më^^ . ces (a-fi f l—m)sim . 

DYfi qFa-ft . //6 wb .3). 

/>/-i7,y £ /7[(v-a?,)|r, 1-mJ D'^f\a-b)/m\ 

[Hp . fc= (fy-gg)in[(y-Xr )\r,l-m] . h^\fz-gz-k n[{z-Xr )|r,l-m]||2î 

.3. hXi=z0.hXi=0 /iccm=0 .3. Nuni[a~& ^ ^3(;i* =0)] ^m .3. 

Numfa'^ôn f3(D/i25 =0)] ^w— 1 .3 3.Nuni[«~6 AZ3(D»nA2 z=0)] ^1 .3. 

a a"~6 n .ï3(D»» Aj =0) .3. a a~b n z3(Dmfz—m\k =0) .3. Ths ] 
î H. A. SCHWARZ, TorinoA. a.l882 } 
j Stieltjes, a. 1882 Amsterdam Ak. s.2 t.l 7 p.239-254 j 

La fonction g considérée dans la P-1 est la fonction entière de degré 
n— 1, qui pour les valeurs Xicr^...Xn coïncide avec la f, sous la forme 
donnée par Lagrange (Œuvres t. 7 p.285); la même fonction a été donnée 
sons une autre forme par Newton a.l686 t.3 prop. XL lemma 5. 

F, 1901 10 
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•i a,beq . at=b . f, DVe qFa'^ b . m,neQ, .3- 
fl{ma+7ib)/(m+ti)] — {iHfa+nfb)/{m+n) e 
—(b—a)*mn(iH+n)~*/2 jyf'(arb) [Pi m= 2 .3 P] 

•3 Hp P-i . DYfi QF a-b . re N,+l . ze (a-b F l-r)cres . 
meQFl-r O- /Kl^'-sVCSm)] < (:s»'/'-î)/(2"') 

lira V ^Jt 11. 
•1 a,;j£q . fe qF(a+e/i) . 1' (mod DYa^)|(«,a-)'(N,i fl+Ô/i) £Q . 
3. /(a+/0 = vj/r/r! D7a \r, N„j 

•a Ae Cls'q . h~^ dk . /£ qf(AiNo) : «cN, . a-fiA .3fc,x. D[A-,n)k 
,A , r| £q : vj[i' mod D[f(z,n)\z, h, z] \z 'A]|n, N,| cQ : «•£* Q 
Dî2(Az,«)|n, N„]i:r, A, a?i = l\D[Az,n)\z, k, x]\n, N,i 

{ Comin(D,2) } 

Continuation : §S 20 §e 4 §log 4 §q„ 31 §Subst 11 §q' 11. 
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§75 / S = (intégrale) 

+ N^ — X < - 2 r 1, q Med cres 
^ 1. a,b£q . a<b .fsqfoTb. Y fa ^ft, 1^ faT h eq r). 
•0 «(/i cC^ b) = i y3\ nfNj . œs {oT' b f 0— n)cres . XQ=.a . cc^=b . 

•01 S(/', a^b) = 7 q ^ .y3J;î£Nj . xe (a^ b f 0—;?)cres . Xç;==a . 

x^=b Oh.,. :£[(.r,..-.^.)i'm'r^.H) l'% 0-(n-l)| ^ y ^ 

il(^.^i-^r)l A'^r ^..i) l>^ O-(n-l)] ( Dfp 

•i ///ùî do? = S(/; oT b) . j;fx àx = -///à: do? . /."Ada? =0 Df 

2 S'(/', a"^ b) = 1^ y5 a {n\x)3\ neN^ . a7€(a*^ i; f 0— n)cres , a?o=a . 

x=b . y= v[ (a;,^,-a;^) 1' ^(^r ^.m) k. O-(n-l) 1! Df 

3 S//; a- 6) = r 



1^ Df 

Pl'O «Soient a, 6 des' quantités, a<6, et /"une fonction réelle définie 
dans toute rintervallo de a hb, et limitée supérieurement et inférieurement. 
Nous indiquons par S(f,a^b), qu'on lira « l'intégrale de /", étendue h l'in- 
tervalle de a à 6 », la quantité y telle que, quelle que soit la division de l'in- 
tervalle de rt à 6, formée par une suite croissante XqX^ ,..0Cft , où Xq et xn 
ont respectivement les valeurs a et 6, la quantité y soit toujours une des 
valeurs de la somme des produits de l'amplitude des intervalles partiels, 
par des valeurs moyennes de la fonction dans ces intervalles » . 

Cavalieri a considéré l'intégrale comme la somme de toutes (omnes) les 
valeurs de la fonction (voir P5-1, §logP'3). 

Leibniz (Acta eruditorum a.l686) l'a indiqué par fydx; la lettre /, ini- 
tiale de « somme » , a été dans la suite déformée et agrandie. 

Le nom ** intégrale " a été introduit par Jac. Bernoulli, AErud. a.l690. 

Euler a adopté la notation (Cale. Int. a.l768) jfxdx f *, ^^ 1 

simplifié sous la forme -1 par Fourier (a.l822 p. 252). La notation Sifja*^b), 
dont nous ferons usage en général, a l'avantage de s'appliquer dans les 
cas où l'intégrale n'est pas étendue à un intervalle, mais bien h une 
classe quelconque (PlO-4). Voir 2. 

La P'Ol exprime la même Df, où l'on a remplacé Med par sa valeur. 

S'(f,a^b)j qu'on lira «l'intégrale par excès», s'obtient en multipliant 
l'amplitude des intervalles par la limite supérieure des valeurs de la 
fonction dans les mêmes intervalles, et en prenant la limite inférieure de 
ces sommes. 
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En échangeant les limites supérieures avec les inférieures, on obtient la 
définition de S,{/, a^ 6), qu'on nomme « intégrale par défaut » . 

Darboux (voir P2-31) a considéré ces intégrales comme limites (lira) des 
sommes contenues dans le P-2-3; sur le remplacement de l'idée de lim par 
celle do limite supérieure (1'), voir mes additions à Genocchi, Diff, R, 
a.l899 p.366. 

« 2. HpPl .3 

•1 S'(/,«"6),S,(/;a"^6)6q 

•2 {b^a)Xtar b ^ S'(/; oT b) ^ S^(/; oT b) ^ {b-a)lfar b 

[ nfXj . xs (a'^b f O-'-mcrcs . ir.,=a . Xn =6 . rs 0-**:/i— 1) . §qP18-5 O- 

nsNi . X€ {a^b f 0'-n)cres . Xo=a . Xn=:b . (1) O. {b—aû'f'a'^b} ^ 
2:[{xr^i-Xr )r/"(3Cr ^a?r+i) \r, 0'"[n-~l)] ^ ifi-'a)\f^ct^b {2) 

(2) . §qP18-12 .3 

, S\f, àr^ b) £q . {b-a)\ '/"'a^ b ^ S'/, a^ b) ^ ^6— a )l/*a^ 6 (3) 
(S, I S') P(3) O. 

S^»»»»»S, »»»» (4) 

7H,wfNi . Xf \^a^b f 0-*'7?«)cres . afo— a . arw»=6 . «/f (a'^ft fO--*7i)cres . 
yo=rt . t/„ =6 . .r* 0--771 3 y* 0---n O. 
-5l(2rr+i-acr )rr(,xr '^a:'r+i)lr,0--- 7/1-I] ^2[v//»+i-j/* )\'f\y9 ^ ys^l\s, 0--«-ll 
. ^ » 1^ » » » » ^ » 1^ » » »(5^ 

w,n£N4 . scê (a*"*?) f 0-"7?i)crcs . aro=^ • a?w=& . ys (a^b f O-'n) . yo=^« • 
yn^=h . j>= Num[x*(0'"7?i)u.yS0"-n)] . z= 7[i.r*0'"wuy*0-"n)f^O"7J Jcrts 
. (5) O. 2t(xr+i— a:'r jlTCaîr -.rr+iilr, O-^m-l)] 5 

»»1^»»»»» ^ 

-210/ » y » y » y » »^ » )] f6) 

(3) . (4) . (6) O. P'I . P-2 

•3 S(/; a^ &) £q .=. SV, a"^ &) = S//; a"^*) 

•31 .3 = tiif,arb) 

\ Darboux a.l875 p.71 \ 

•4 c£ a-b .3 S'(/, cT b) = SV, oT c)+S\f, (T b) 

.41 S, S, S^ 

•42 3: S(/;a"'&)£q .=. S(/;a"'r),S(/;(r6)£q 

•43 S(/;a^&)£q 3. S(/;a^i^) = S(/;a^c)+S(/;c^6) 

•5 S'(/; a"^ 6) = (6-a) S'j/-, a+(&-a)(l j^, 0j -51 (S^ | S')P-5 

La P'5 transforme toute intégrale dans une autre où l'intervalle d'inté- 
gration est B. Nous nous limiterons donc à ces cas pour simplifier les for- 
mmlet suivantes. 
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9i& 3. f,gs qte . l're, 1/'©, Yg'e, Ijg'e eq O- 
•0 S'(/;0), S(/;0)eMed/*0 
•01 S(^,0)£q .3 S(^,0) e Med/"'© 

•1 s'(/H-^,0)^s'(/;0)+s'(<7,e) -n (S„^)|(S',^)Pm 

•J2 S(/;0),SO7,0)eq O- S(/-4-fir,0) = S(/;0)+S(^,e) 

•2 SV, ©) = S'l/l[l-a;)|a;, 0] -21 (S,|S')P-2 

•22 s(/;©) eq O- S(A e) = S[f{i-x)\x, e\ . 

•3 sx-r,e) = -sif,e) -31 (S, |s')P-3 

•32 s(/;<9) eq o. s(-/; 0) = -s(/;0) 

•4 meQ .3 S'(w/;6>) = mSV,0) '*! '* 

•42 se/',©) eq . meq Q. S(w/;0) = mS(f,e) 

•5 a;e0.3r./a?>^a? Q. S'(/,0)^S'(^,0) -Si •» 

•6 ye Qf© .3 

0:re)xS'{g,9) ^ S'i/ys', 0) ^ S,(/X<7, ©) ^ (1/'0)XS,O7,©) 
P'6 ^ " premier théorème de la moyenoe ". Il est à peu prés évident; 
les conditions restrictives ont été précisées par Dirichlet a. 1837 t.l p.l38; 
voir aussi MA. a.l874 t.7 p.605, JdM. a.l874 s.2 t.3 p.293,... 

•7 (7£(qf0)cres .3- 

a e^ C3[ S'ifxg, 6) = (flrO)SV, 0c)+(^l)S'(/; l-©c) 1 
'71 (S, I S')P-7 I Bonnet JdM. a.l849 p.249 j 

} Weierstrass (voir du Bois-Reymond JfM. a, 1868 t.69 p.82) j 
P-7-71 = " second théorème de la moyenne ". Il est ici simplifié. 

•1 >£ (qf0)cres, .3 S(/;©) = V\l[f(r/n) |r, O-(n-l)] j \n ' N, 

= 1, ^ l---n]j|n'N4 

•2 » decro O. S(/;0) =1' 

= 1^ , 0-(n-l)]{|n'N, 

•3 Hp-I .w.Hp-2 Q. S(/;0) £q 

^ « 5-1 meNo o. S(aîn^, 0)=/(m+l) 

j B. CaVALIERI a.l639 p.524: « se in un parallclogrammo, de- 
scritto il diametro, intenderemo tirate parallèle ad un lato di esso quanto 
se ne possono tiraro, indefinitamente di qua e di là prolungate, la parte 
di esse che resta ncl parallclogrammo, cioô (per parlare nella lingua usata 
in essa geometria) tutto le lince del parallélogramme saranno doppie di 
tutte le linee comprese in uno dei fatti triangoli. Tutti i quadrati del pa- 
rai le^og^rammo saranno tripli di tutti i quadrati dello stesso triangolo. Tutti 
i cubi saranno quadrupli di tutti i cubi. Tutti i biquadrati saranno quin- 
lupli di tutti i biquadrati (intendo sempre quelli del parallclogrammo di 
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qucHi del detto trian^olo). Don de argomento probabilmente che tutti li 
quadricubi saraniio sestupli di tutti i quadrieubi. Tutti i cubicubi saranno 
settupli di tutti i cubicubi, e cosl in infini to secondo i numeri continua- 
mente susseguenti. » | 

•2 m^néN^ .^. S(x'mln\x, S) = 7i/(m+n) 

I Fermât 1. 1 p. 195 ; publié par Mersenne a. 1644 j 
'3 m, nsq, .3 vS[j6'"'(l-x')'* |x, G\ = ^[x^'il-xr \oo, 9\ 

•4 » . n^l .3 = 7i/(m+n+l)S[x"\l^xy-' \Xy S] 

•r» = n/(//i+l) ^lx"'^\l--x)''-'\x, 01 

•n msil, . ne^, .3 = ni //7[m+l+{0-n)l 

•7 m, n £ No .3 = ml ni /(m+n+l)l 

\ Stiuling a.l730 p.l2o j 

L'intégrale eonsidérôe dans les P-3--7 a été appelée ** intégrale Eulé- 
Tienne de première espèce " par Le gendre, Exerc. t.l p.221, t.2 p.3 ; 
et indiquée par le symbole B(p,g) par Binet JP. c.27 a.l839. 

^ 6-1 fs qfe . YmodrO eQ 3, mod S'if^O) ^ S'(mod/; O) 
•2 » » raodS^(/;e)^ 

lim ^ 10* i aeq . fe qf{a+Qj) r). 

m a+Q«) = L'^roodx = lim[S(/; oT b)\b, a+Q, oo] Df 

•2 6£q./feqf(6-Q,) 3- 

S(/; 6-Qo) = / A^d^ = lîm[S(/; a^ &)|a, 6-Q, -oo ] Df 

— X 

•3 fe qfq O- S(/;q) = f */■* d-^ = lim[S(/; a+Q,)|a, q, -oo ] Df 

— » 

•4 Me Cls'q .feqfu Q. S(/;m) = 

S} [ 7 (qfq) " g3{ ûcsh 3,. gx=fx: xe q-M Q^. flra? =0)] ,q j Dt 
•4 1 M,ff£ Cls'q . -3(w^y) . /fe qflfMviP) . S(/;«), S(/;ti) eq Q. 

s(/;*<wr) = s(/;M) + S(/;r) 

•5 aeq . fe Qf(a+Q«) . S(/; a+Ci,) eQ .3 Oe Lm{/; a+Q, qo ) 
'."1 Hp P-5 .3 Os 'Lm{xfx \x, a+Q, qo ) 
•6 o,&eq . a<CJ) . us qf (rt"* h) . l'mod u'{a'~' b) =» : cedT^h 3e- 
l'raod ?f'(c^ b) eQ 3 S(!<, a"' b) = lim[R(M, c" 6) \c, a-b, a] Dt 



•7 



r mod ii'ia'^ c) eQ oT c b] — 

c,dea~b .3^ • 

l'mod u'(<r'd)eQ 3 ThsP-6 Df 
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Les intégrales définies par les P*r2-3*6-'8 s'appellent "intégrales singu- 
lières (Cauchy), ou impropres ". Dans le cas où les Df-3*6 ne sont pas 
applicables, Cauchy considère encore la ** valeur principale " de l'inté- 
grale, qui, selon Riemann, n'a pas grande utilité. 

lim V ^ u-o fz (QfQ„)decr 0= 2(/;N„) eQ .=. S(/;Qo) eQ 

I MacLaurin a.l742 p.289 j 
1 Hp . nsN, O- :?(/■, 0-«) > SI/-, 0«(7(.+l)] > 2T/;0-(n+l)]-/D O- Ths ] 

•\ f£ qf{0!N„) . i\V raod[/(;r,7-) \x' 0] \r, No| eQ Q. 

S'U(/(x,r) \r, N.I \x, e\ ^ l\^'\f[x,r) \x, S] \r, N„| 
•H (S„^)|(S',^P-1 

•12 HpP-1 : r£N,0,.S[/i:dJ,r) ]x, ©J'eq Q. 
S| v[/(.r,/-) \r, N„] la?, ©j = l\m^,7') \x, 0\ \r, N„j !Corara(S,v)j 
{ Weierstrass ; voir Thomé JfM. a.l866 t.66 p.334, t,71 
p.353 ; Darboux a.l875 p.82 : 
< Si tous les termes d'une série sont des fonctions continues ou discon- 
tinues Rusceptiblos d'intégration, et si la série est uniformément conver- 
gente dans un intervalle donné {a,b), la fonction que représente la série, 
et qui n'est pas nécessairement continue, sera susceptible d'intégration. 
Son intégrale sera la somme des intégrales do tous ses termes >. I 

Nous avons remplacé la condition de la convergence uniforme par une 
autre plus simple. Voir §lim 19. 

•2 S(x-'|a;, S) = l-2-'+3-»-... = -783... 
) Joh. Bernoulli, a.l694 t.l p.l85 j 
•3 «£q .3 S( x-"^ la-, 6> ) = 2( «''(r+l)- '+i) |/-, N, ) 

j ËULER a. 1768 t.l p. 144: « Quse ob concinnitatem terminorum 
onnnino est notatu digna. » \ 

cont % 12. 
•1 fe (qf0)cont .3 S(/; S) eq { Darboux a.l875 p.74 j 

•11 Hp-i .3 S(/;0)=lim v[/|;r/n)|r, 1-«]|« 
•2 ke Cls'q . /.-= &k . ask . fe [q f(/oi 0)1 cont ,3 

Ura! S[A.r,y)|.y, 9] \x, k, a\ = ii\f{a,y)\i,, (-)\ ÎComm(lim,S)j 
•21 Hp^2 3 S[f{x,i/) \y, 6] \x e (qfA)cont 
•3 fe [qfK0î0)]cont 3 SlSr^ar,?/) \x, 6] jt/, 9\ = 

SjS(/-(oe,y) |v, 01 \x, e\ 

Sur l'inversion des intégrations voir 0. Stolz, Grundzûge der Difforential- 
und Integralrechnung, t.3 a. 1899. 
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D * 20. 

•1 a,beq . a<J3 . f,DfsqFa'-*b . S(D/; a ^b) sq O- 

S(Df, a^b) = fb-fa 
[ «eNt . xs [cC^b fO"'nVTes . x,=a . x« = 6 O- 

rb-fa = l\{fXr^X-fXr )\r, 0-(»-l)] 
§D4-4 O- » e 21,.cr+i— »r)Mc>(lD/"'(j:r'^av+i)|r, 0— (n— 11] 

Hp O- fb—f(i B yîiHîN'i . Xf (a^6 f O-"») cres . a*o^a . a^i ^& 0'»,i-- 
ye 2[,xr^i-xr ) Med D/"' (.c r'-^j;,+i) jr, 0-(n-l)]| . Pl-0 O- P ] 

• 1 i a,bEq . a<b . fs qF a'-' b . Df s (qF oT (>)cont Q. ThsPM 

•12 a,beq . a<b . f,Dfs qF u'^b. IDf'a^ b, ipf'a'-' b eq Q. 

î Pringsheim MttnchenB. a. 1899 p.57 } 

•2 a,be q . a<Cb . fe (qFa '~'6)cont . xe a'"' b J^. 
D[S(/; a*-^ z) |v, a'-' b, œ] = flv 

•3 a,6£q . a<b . fe qFa ^b .Dfs (QFa'"' &)cont . 
ge [qFifa^ fb)\cont O- S(flf, /a^ fb) = SigfxxDfx \x, oT b) 

•i a,bsq . a<Cf) • f, g, T>f, Bg s (qF a'"' &)cont .3 

^{fXBg, oT b) = (fb){gb) - (fatgo) - S(gXDr, oT b) 
Les. P-3'4: expriment les règles d'intégration ** par substitution '* et 
** par parties ". 

•5 k£ Cls'q . k^ô)c . 4rf/r . fe qf(0fA) . D [f(x,y) |,y, /r, y\ \{x,y) s 
[qf((9:A)Jcont O- ^ m(^,y) |.r, 0] |.y, k, a\ = S \Dlf{œ,y) 
|y,A:,xrJla;, 6>î .{ Comm(D, S) } 

i Leibniz a.l697 MathS. t.3 p.450 } 

* 21. V 

•0 /; Bfs (qF0)cont . h^Nq O- 

s[(i-OY^ 1^, 0] = /0/(M+i) + ;(n+i) m-tr^'Wt \t, e] 

[ P20-3 . g=z ^l-t)nHI{n+l) \t .3 P ] 

•01 neNj . /; Dys (qF0)cont Q. 
fl = v[(D70)/r! |r, 0-(/2-l)] + /(n^l)l S[(l--tr'Dyt \t, 0] 

[ P20-1 . 21-0 .3 fi=zfO + S[Pf, 6) 
^(Pf, 6) = D/-0 + S[( l-^O^T' l^ 6>] 
S[(1-0I>V'' K, 6>] = D-^/10/2 + /2 S[(1-0'W^ K, ^] 

^a-'t)n-2J)n-lft It^ 0] = Dn-l/'O ^«-1) + /(«-!) S[(l— O*»-^!^ /î^ K»©1 

.3 P ] 
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M a,heq . neNj . f, DYe [qF(a+0/i)]cont Q. 
/|[a+/î) = l[hyrl D7a Ir, 0-(n-l)] + 
hy{n-iy. S[(l-^)"-'D"/(a+a) |<, 0] 
j Lagkange a. 1798 Th des fonctions Anal, p.42 ; Œuvres 

t.9 p.73 j 
[ ][f(a+th)\f] I /-iP-Ol .3 P] 

^ 22M /jsqF© . lyfe (tO)F0 Q. Sf={fO+fl)/'2 = f{/2) 
•2 /fe qFe . Dy fi (tOF0) O, S/' = (/-O + 4f/2 + /l)/6 

= [(/•0+3/-(l/3)+3/'(2/3)+/'ll/8 

•3 . . DY » o. 

Sr = [7/D+32Al/4)+12/(2/4)+32/(3/4)+7A]/90 

= (19/'0+75/"(l/5)+50/'{2/5)4-50/i;3/5)+75/'(4/5)+19/'l| /2S8 

•4 /feqF© . D'/'e{tO)F0 .3 S/"= [41/"0+216/|;i/6)+27/(2/6) 
+272/l3/6)+27/l[4/6)+216/l5/6)+41/"l]/840 = j 701 [/0+/'l 1 + 
3577[/ll/7)+/{6/7)+1323[/{2/7)+/(5,7)+2989.[/i:3/7)+/)!4/7)Ii/17280 
•5 /£ qF0 . DYe{<O)F0 .3 Sf= \9Sd[fX)+fl] +5888[/i;i/8)+ 
/(7/8)J - 928 (A2/8) +/{6/8)J + 10496|y(3/8)+/î5/8)]-4540/{4/8) j /28350 

= }2857|/0+/"l] +15741 IAl/9)+/l8/9)] +1080[A2/9)+/î7/9)] + 
19344;/|;3/9)+/]:8/9)]+5778[/'(4/9)+/l5/9)]|/89600 
•6 fe qPe . D'Yfi (<O)F0 .3. S/" = |16067[/"0+/'lI+106300[ 
/(1/10)+/Î9/10)] -48525[/i;2/10)+/l8/10)] +2724(X)[A3/10)+/(7/10)] 
-260550[/(4/10)+/i:6/10)]4-427368/i;5/10)j/598752 = ... 
j -a-'B Cotes a.l722 Opuscula p.33 j 

4( 23. 

M /; DY e qF0 .3. S{f, S) - f{/2) e (DV'0)/24 

•2 » » » S(/; 0)-(/D + /l)/2e-(DT^/12 

•3 /;DYeqF0 .3. 

s(/; e)-iro+ Af{/2) + ri]/Q s -(Dre)/(4! ôd 

Les P22 sont dites ** formules de quadrature ". Nous^ avons donné les 
expressions P23 des restes dans les " Applicazioni geometriche a. 1887 ". 

Continuation : §e 5 . §log 5 . §q^ 40 . §Subst 14 . §q' 21. 
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§76 e 

/ f^ Q lim ^|& 1-0 e = lim[ {l+/mr\m, Q, oo] Df 

•01 e = V[{l+/my*\m ' Q] Dfp 

[ §Q 61-3 O- (l+/m)m|w £(QfQ)cre8 . §lim 1-5 O- P ] 
•02 eeQ [ m,neQ . §Q61-7 O- (l+/ni ^w < (l+/n)Kn+l) O- P ] 
•03 e = IjKm+iyA/i]"»^! I m ' Qj = l^[(l-/m)-«|m ' (1+Q)] 
•1 maQ O- (l+A>*r<e [ PdDP ] 

• 1 1 e< (1 +/m)'»+i [ P03 D P ] 

•2 2<e<3 [ (l|m)Pl .(5|m)Pll .3 P ] 

e = 2-71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 
47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759 
45713 82178 52516 64274 27466 39193 20030 59921 
81741 35966 29043 57290 03342 95260 59563 07381 
32328 62794 34907 63233 82988 07531 95251 01901 
15738 34187 93070 21540 89126 94937 99405 34631 
93819 87250 90567 36251 50082 37715 2750903586 
67692 05047 15575 85094 92906 45748 86005 84299 
93465 94757 59371 00435 264800... 

Le nombre «e» a été calculé: jusqu'à 12 chiffres décimaux par: 

R. Cotes, Ijogomefria, a.l714 p.ll ; il l'appelle «Ratio Modularis >; 

k 23 chiffres par Eu 1er, PetrC. a.l739 p.l87, qui l'a indiqué par «e» ; 

à 42 chiffres par Vega, Thésaurus logarithviaruviy a. 1794, p. 309; 

à 188 chiffres par W. Shanks, LondonP. t.6 a.l854 p.397; 

et enfin jusqu'à 346 chiffres par: 
M. Boorman, Math, Magaz., t.I, a.l884, p.204. 

e = !. • !.!!.!!! !!!....! .!.!...! (expression de e dans le sv'stème binaire'ï 

•3 e, e*£ Q-R | Euler a.l737 PetrC. t.9 p.98 j 

•31 xethO .3 e-'-eR [Lambert a.l761 p.265J 

•35 e-eR+>JR [ Liouville JdM. a.l840 t.5 p.l93 j 

•^ ^eq-^0 .3- e^^l+a? 

[ xeQ, . (/x)|m P-1 O. (l+2r)^/a: <e O. Ths 
XE — Q . x> — 1 . (— /x-l)|m P-11 O. Ths 
XB — Q - l+x <0 O. Ths] 

•41 xee r). e* </(l— a?) [ (-a;)|a;P-4DPl 
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•5 œsq O- lira {l+x/m)^\m := e" 
{ EULER Berol. Mise. a. 1743 t. 7 p.l77: 

« 0» =: jl-| j existente n numéro infinito. »t 

•6 lim[(e'-l)/a? |a?, q, 0) =1 

•61 limn/•^](n!) |n=e 

•62 lim '•^Jf{2n)! / (nln)] |n = 4/e 

'i xeq O- e-" = l+.r+o?*/ 2!+a?y 3!+ ... == v(a?y >«! |n, N^) 
{ Newton, 13 junii, a. 1676: 

.(Area hyperbolae) = 1.^^^ ^^ + ^ + :^eU^. ubi coeffi- 

cientes denominatorum prodeunt multii)licnndo tenninos hujus nrithmeticae 
progresAionis, 1, 2, 3, 4, 5 etc. in se continuo; et hinc ex lop-arithnio dato 
potest numeras ei conipeteiis inveniri. » ! 

t Leibniz, 27 Aug. 1676: 

«Si ait numerus aliquis Unitate minor l—in, ejusque Logarithinus Hv- 

perboliciu) /, erit m = -z — ïTx5" + ï~".:)~q — ^ o -4 t ^^^' ^^ nunierus sit mr.- 

1 JX* 1X^X*> ix^^\»>X'* 
jor Unitate, ut 1+n, tune pro eo invenicndo mihi etinni prodiit Régula, 

/ /* /• 

quae in Newtoni Epistola expressa est; scilicet erit n =—4-^ — ô + ïT7ôwq 

1 1 x^ 1X^X<J 

[ PI -5 .D. e« = lim {l+xlrnpm \m = lim 2{C(m,r\x'- jvir |r, Nq] \m = 
lim 2';77[(1— «/m)|.v, 0"-{r-l)]vr /r! |r, Nq! |m = 2'^a:r /r! |r, NV ] 

•2 e= 1+ V /(NJ) = v(/n! |n, N^) [ Pi . x=l .3 P 1 Dfp 
•3 neN, .3. e— v(/r!|r, 0-n) e e/{nln) 

I Fourier; Voir Stainville, Mélanges d'Analyse, a. 1815 
p.339; Cauchy a.l821 p.118 \ 
•4 neN^ . a£ rf 1-n .3. e**+ v(r^^e**"'*|r, 1-;?) -=0 
} Hermite a.l873 ParisCR. t.77 ; cfr. Gordan a.l893 MA. t.43 j 

E^ ^ 3'i Ee = 2 . E//Se=:l 

wcN, .3. E(//îr-*e = 2;i.E(/^re = E(/)8r^*e=l 
[Cotes Logornetria, p. 7: 

«Dîvidatur ... 2,71828 &c. per 1,...& rursus minor per numcrum qui re- 
liquus e«st, & hic rursus per ultimum residuum, atque ita porro pergatur : 
& prodibunt quotientes 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 
1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, &c.»| 

•2 n£N, .3 E (/'^)-[(e-l)/(e+l)] = 2+4(n-l) 
I Euler a.l748 p.319 { 
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D ^ 4M xeq, O- I>(e*|a;, q, x) = e* 

•2 aeq . ocs qFq . Da; = aa; . feq .3 ^^ = (^) efH«0 

Continuation : §Subst 14' 1 

S ^ bi S(Q-'\x, Q) = 1 -H aeQ .3 .S(e-"'|a;, Q) = /a 

•2 neQ .j). S(e-'ic"|£r, Q) = «S(e-'a;"-'|a;, Q) 
•2i nfiNo O- S{e"'a.-"|aj, Q) = n! 
•22 nfiNo . oeQ O- 8(6-""-»" |a;, Q) = «!/a"^* 
•3 neNo . îceQo Q. e*S(e~'2:''|2^, a;+Q) = n! i{xyr\ \r, 0-n) 
•i «eNo . xsQjt .3- 
a;e-'S(e-Vxr |^, x+Q) — v[(-l)V!a!-' |r, 0-(n-l)l e ^-l)''n!ic-" 
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§77 log 

^ 1-0 a?£Q .3- ^ogx = 7 q^ Z3{<^z ^=œ) =z «Logo? Df 

M œs (—14-0) ^0 O- log(14-a7) < a? [ §e P-4 d P ] 

•H » » >a?/(l+a?) 

[ \-xl{l-^x)\\xF'l DP] 

•2 o-e Q-^1 . msN^ Q. wi("*^— 1) > logj? > m(l— "^J/d;) 

[(m^_l)|a,p.l3P] 

•3 œe R-el .3 '^^fr'^ "^ ^ \ Lambert a.l761 p.265 j 
lim ^ 2-0 xbQ, .3 llin(log ? Q j ^) = loga? 

•Oi aeQ .3- linin(**4a— 1) |n = loga [ pi-2 O- P ] 

•1 œeq . — l<a7^1 O- log(l+^) = a? — a?y2 + a;V3 — ... 
jllERCATOR a. 1668 p.32: 

« Hinc posito 0[1 = numéro terminorura : invenio, ;.... 

Versian En posant 0-1 =r x je trouve 

areaiii ...= numéro termînorum = 0[l, minus summa eorundem 
log(H-5c) = X = 01 — fxdx=:x^l2l 

terminorum = 0|005 , plus summa quadratorum ab iisdem = 

= 0005 + Ix^dx = a5"/3 — etc. 

| 000333333 , minus summa cuborum = |000025 , plus summa 
quadrato - quadratorum = 0|000002, minus summa quadrato 
Guborum = 0|000000116 , plus summa cubo - cuborum == 
0| 000000013, &c~\ 

[ P-Ol O. ^og{l+x) = lim n[ «sKl+a?) -1] \n 

§lim 23-1 O.. » = lim 7i\2[C(ln, r)xr |r, 0—n]—l\\n 

= \im2:[7iC{ln,r)xr\r,V"n]\n (1) 

re Ni O. Hm JiCilii, r) \n = (--l)f-i/r (2) 

(1) . (2) . §lim 19-6 O- P ] 
•2 log2 = 1— /2+/3— /4+... [PI. x=:l 0. P ] 

•21 log2 = /2+/(2x2H/(3x2H... [ P-1 . a=-/2 O- P ] 

•3 a?£Q O' log(.r+l)-loga; = 2!/(2a?+l)+/[3(2^+l)']+.-l 

= 2vi /[(2n+lX2a;+ir-«] |/^, Noî 
I GREGORIU8 a. 1668 p. 12 ! 

[F'I.xeO .3 log(l+.r) = a?-irV2+.r3/3— ... . logii— x) = — x— 5cV2— ... . 

3 loor[il+x)/fl-x)] = 2(^x+x-3/3+a::«/5+...) ^ ' (1) 

[/^2x+l)J|x(l) .3 P] 
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•31 log2 = 2[ /3 + /{5X3') + /(7x3') +... [ P-3 . x=l O: P ] 
•4 log[(a+6)/2] = (loga + log6)/2 +ij[(a-6)/(a+6)]> \n, NJ 
•5 "Log e = /(loglO) = 0-43429448... 

Ce nombre, dit « module des logarithmes décimaftx » a été calculé avec 
282 chiffres par A dams, LondonP. a. 1878 p.93. 

•6 7/ieNi .]3« liïii 2 / (n"*mn) \n = logm 
•61 m,n£Ni . m<n .3- lîiïi l/(mp'"np) \p = log(m/n) 
{ Joh. Bernoulli II a. 1729 CorrM. t2 p.300: 

« Si Ton coupe la proo^ression harmonique 1/a? ... en deux parties ... soit la 
raison du nombre des termes dans la première et seconde partie comme m à n, 
la somme de tous les termes de cette seconde partie sera = log[(m-[-n)/«]. »{ 

•7 as Q*d . xeQ, .^. "Logjr = ("Log e) loga: = (logir)/(loga) 

•8 ae (ef^— /e)"^l .3 

lim(a^ri \n = i\(n+ir-\loga)ynl \n, Noj 

( EULER PetrA. a.l777 t.l \ 

\ EiSENSTEiN JfM. al 844 t.27 p.ol : 

und dièses Résultat gilt 

von a=— j-==0,6922... (excl.) bis a==l (incL) . j 

Np ^ 31 aeor). 

lim î[Num{Np^2-/î) -'l/log'(2"'n)]Xn\'{a+/2)\ \n =0 

t Jensen AM. a.l899 t.22 p.364 j 
•2 naN, .3. 
limj [Num Np^ l-x]/x—l[ry{logxY^' |r, 0-n] Klogirr-'* \x = (n+l)! 

j TCHEBYCHEF JdM. a.l848 t.l7 p.384 j 

D ^ 4-1 oreQ .3. D(log, Q, x) = A 

[ D(log,Q,.x) = lim |[log(cc-|-/ï)— logx]/;^ |^, Q-x, 0| 
=z lim} [log(l+7î/aî')]//i » » » 
= /jc X limj log(l-f^/j';fV>//i) » » » = /35 ] 

•i 1 a£ Q-^1 . x-sQ .3. DfLoga- |.r, Q, a?) = "Log e /x 
•2 aeQ . iTsq .3- ©(a'^lo:?, q, x) = a'^loga 
•21 Hp -2 . neN, .3. D»* (a"" |d? , q , a;) = a'^Clogaf 
•3 a?aQ . /i€N, .3. D"(log , Q, x) = (-l)'*-^^-!)! ^"" 
•4 ojfiQ . neNj .3 

D"(loga?/aJ 1^, Q, a?) = (-l)"n!x-*^-»[l-v/(l-n)] 

S ^ 5-1 a,6eQ . a<& .3 S(/, a^ 6) == log(6/a) 



7' *' •^^'^- 



159 



§78 C 

2 lîm log C 

•0 C = lim! v/(l-n) — lognj \n Df 

•1 C= Y\l/(l-n)--logn\\n'N, = \\l/[l"in+l)]^logn\\n'^, 
•2 C=0- 
57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992 
35988 05767 23488 48677 26777 66467 09369 47063 29174 67495 
14631 44724 98070 82480 96050 40144 86542 83622 41739 97644 
92353 62535 00333 74293 73377 37673 94279 25952 58247 09491 
60087 35203 94816 56708 53233 15177 66115 28621 19950 15079 
84793 74508 569 . . 

La constante C a dans l'analyse la plus grande importance, après les 
constantes n et e. 
Elle est dite « constante d'Euler », et quelques fois « de Mascheroni ». 
Euler, PetrC, a. 1734-35 t. 7 p. 156 l'a indiquée par C; dans d'autres cas 
par O; Mascheroni par A, Plusieurs A. l'indiquent par y ; notation qu'on 
ne rencontre pas dans Euler, ni dans Mascheroni (contrairement à l'o- 
pinion de plusieurs A.). 

Euler, ibid. a calculé E(106 C), ensuite il a calculé E(10"C) dans 
a.l744 CorrM. t.l p.283; et E(10«C) dans PetrNC. a.l769 t.l4 I p.l54. 
Mascheroni, a.l790 a calculé E(10f^l9 C) 

G au s s, a.l812 Werke, t.3 p.l54 » » 23 » 

Nicolai, »» »» 45» 

Glaisher, LondonP. a.l871 t.l9 p.54 . » » 100 » 

Adams, » » a.l878 1.28 p.88 » » 263» 

•3 C= 2N,-^/2 -vN,-y3 +... == 2Î(-l)'*(vNrVn) |n, N,+lj 
•4 C= 1\ v(N,+iP(n-l)A k^ N,+lj 

} •3-4 ÈULER PetrNC. a.l769 p.l54 j 
•S 1-C= 1\ 2(N,+irVn 1^, N,+l j 

} Euler PetrA. a.l781 t.5II p.45 | 

Continuation §B '5. 
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QUATRIÈME PARTIE 

NOMBRES COMPLEXES 

§80 q^ = (nombre complexe d'ordre ?î) 
q ^ 1-0 neN, O- qn=qF(l-u) Df 

•02 a=6 .=: r£ 1-Vi Or- «r= ^r [ §F P-5 o. P ] 

•i a+b = 7 q,^^ ^5(>*£ 1-M .3r- ^r= ^r+^r) 

= [K+6,)|r,l;-n] Df 

•i 2 a+b = 6+a . a+(6+c) = (a+6)+c = a+6+c 

•2 0=?[(AO)F(l-n)] = (0,0,...0) Df -21 a+0=:a 

•3 — a = ? q,^ J73(rt+a? =0) Df •31—0=0 

•32 -{a„a„...a J = {-a„ -a„ ... -a J 

•33 a--6 = a+(— b) Df -34 a— a=0 

•-41 fi{a^,a^,...aj = {haijha^,...haj . /iaeq., . la = a . 
A(a4-6) = ha+hb . (/i+ft)a = ha+ka . /i(Aa) = (AA)a = /lAa 

^ 2. q^ unit 

neN^ . re 1—n .3- 

•0 unit(/2,r) = ? q^^a;3{.a?^=l : s£ (l-n)-^r .3,- ^,=0) Df 
a,&£q^ . /i£q .3- 

•1 a= 2[ a, unit{n,s) |s, 1-n] 

•2 a+& = 2IK+&J unit{n,s) |.5, l-/i] Dfp 

•3 ha = Il(ha^) unit(n,.s) |s, l"'n\ Dfp 

Note, Le nombre complexe d'ordre n est le système de n nombres réels. 
Nous définissons la somme de deux complexes, le complexe 0, l'opération 
—, et la multiplication d'un complexe par un nombre réel. (Pl*l-2*3'4). 

L'unité d'ordre n et de rang r, indiquée par « unit (n,r)», est le com- 
plexe dont l'élément de rang r est 1, et tous les autres sont nuls. (P2'0). 
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Weierstrass les appelle ** Haupteinheiten ''.Les nombres a^ </,... on sont 
les ** coordonnées " du complexe a. 

La P3*0 définit le module d'un complexe. 

Ces opérations très simples suffisent pour appliquer les nombres complexes 
à la simplification de plusieurs théories. Il n'y a pas une multiplication 
simple de deux complexes. H. Grassmann a considéré les divers g'enres 
de multiplication dans JfM. a.l8'>5 p. 128; le plus important est le produit 
alterné, qui conduit aux Dtrm. La multiplication se présent<5 naturellement 
dans les Subst. 

La nomenclature sur ces sujets, qn et Subst, est très variée chez les 
différents A. 

mod ^ 3. n£N^ . or^t/eq^ . asq .3- 

•0 modo; = vK^i'+^t'+-+^n') = >\ ^i^) Df 

'i moda:£Q<j '2 mod(a;+y) ^ mod^r+modi^ 
[ §2'P201 .3 (aciHa',^-f...)(i^i^+y,^-4-...)^(^i.yi+a™,2/,+...)» . 
P-0 .3» mod.xmody ^a?^yj+a*,.y,+... 

•D. (moda?)'+(inod.y)'+2 moda? mod^^ 5 (iri+yt)'+(^t+yj)'+- • • 

.3- (modx+mody)- >■ [mo{\(x -rt/)]- .3- Ths ] 

•3 mod «â? = mod/z mod^ 'A moda? =0 .=. ir=0 

Num ^ 4. ^eN^ r^. Num q,^ = Num q 

} G. Cantor Jm. a.l877 p.242 ; AM. a.l883 a.315 1 

Med ^ 5. nfiNj . us Cls'q,^ .3- "0 Med?^ = 
q/'ccalaeq^ O,. l(a^x^\r, V"n) e Med[v(a,^^ |r, l-^O \z'u)\\ Df 
Ex. P331-2. 
(qn I q) §Med P1T2-4-5 . P2 r2-3-41 . P3-1--4 

X A ^ n. (qJq)§APl-0--33 

^ 12. P2M-2-6 

^ 13. lŒ Cls'q^ .3. -0 00e Au .=. Ymodu =00 Df 
i Ah=:Iu^[(cco)^Au] Df -2 lu = qr^Au 

à m 14. (q. I q) §<î 
Int ^ 15. §Int 

Lm ^ 21. mynsNi.tieCls'q^.xsôu .feqjii .3' §LmP4-0-'7 
•8 cieq,^^ .3- ^^ Jjm(fjn,x) .=. Oe Lm[mod(/y— ^)|y, u,œ] 
•9 oo 8 Lra(/',w,ir) .=. 00 e Lm(modf,u,x) 

^ 22. (qn I q) §Lm P5 

^ 23. m,n£N4 • î^eCls'q^ . T mod?/ =00 . /fe qj«/. .3. §Lra Pô'l 

F. 1901 11 
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lim 24. Hp P21 .3 §lim P2-0--4 

•5 00= limlfyU^) .=. 00= lira(mod/', w, x) 

•6 a£q„^ .]3- «= lini(/,?/,.T) .=:. 0= lim^ niod(/>/— a) [y, ?/, x] 

^ 25-1 we q JNo . l(modu,'No) eQ O- v(?(,No) ^q„ 
•2 //if-Nj . rz£ Q+//i .3 v[/(mod;f |r, (nFl-y>0^0 ] fQ 

I E1SEN8TEIN, Mathc/natische Abhandliuigen a. 1847 p.217: 

« Die T-fachc Reihe 

1 



2: 



I^Wi' + ^'+^3'+...-H«^'î'" 



in welcher aile indices 7ni, Wj, ?7^3, ... 7/1 aile ganze Werthe von — oo bisx 
diirchlaufen mit Ausschluss der eini»n Combination 
7«i =0, 7n, =0, ... m =0, 
convergirt, wenn f*>^lit ist » | 

cont ^ 30. )n,ne^^ . ?«eCls'q,^ . ff^ôu .3 §contP-0-M 
•2 l'mod/« fQ . ?*= d/* . fs (q,,^f«Ocont .3 ^ ^ max mod fUi 
•3 Hp-2 3. Xf'u=if'u 
•4 a (q,^ f q)cont ^ /3(/''q = q J 

t MA. a.l890 t.37 p.l32 ; Hilbert a.l891 MA. t.3S p.459; 
MooRE AmericanT. a. 1900 p. 72 j 

D ^ 31. ke Cls'q . A3 Ole . nel^i, . /fe q Ji . ^reA: .3. §D PI 

^ 32. Ae Cls'q . A3 ôk . 72£N, . ^<,?^I^'^D'' £ q„FA . asq .3. 

•3 0-e if'A .3- D mod i* = l(f(^Xliu^ \r% l"'n) /mod ^^ 

^ 33- 1 a,?;£q . a-=ft . ??£Nj .fyT>f£ (\J ct^ h .3. 
(/•&-/a)/(6-a)r £ MedD/'^Ca-ft) 

34.*1 
a,&£q . a-=?; . m,ne^^ . /£ q,,Fa-?> . xe a-b . DY^ £q 3- §D P8 
•2 Hp M . >/i£N^ . DY£ q.F a-6 . //£ a~& — .r 3. Aa:+/0 — 
l[{h'';?'\ DYx) \r, 0-(/>i-l)] £ /i7?n! MedDV(i»+ »^) 

^ 35-1 ;?£N, . /£ q J(q J.q)cont . ae q,, . &£q .3. 

'R(c,g)3[ce 6+Q . f/£ q^f (& "^ c) .gb=a: teb'^c r)i . D{g, b"^ c, l) 

L'tVluation D/7,/;^c,/) = /*(///,/) représente un système de n équations 
diffôrontioUes, réduit à forme normale. Cauchy, Exercices a. 1840 p.327, n 
démontré l'existence de la fonction g, en supposant la continuité des dé- 
rivées de /■; Lipschitz BD. a. 1876 p. 119 a remplacé cette condition par 
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une autre moins restrictive. Nous avons supprimé cette condition, et donné 
la démonstration symbolique de la P'I, et d'autres semblables, dans « Dé- 
monstration de Tintégrabilité des équations différentielles ordinaires » , MA. 
a.l890 t.37 p. 182. Voir aussi TorinoA. a.l886, AnnN. a.l892 p.289, Enci- 
clopadie t.2 p.l95. 

S ^ 40. a,beq . a<b . neîiî, . fs q Ja^ b . Tmod/^a^ b eq Q. 

§S Pl-0 2-43-5 3-01-12-2â-32-42 
^ 41. n^N, . œeqje. S(x,0) sqn O- ^^^ S(x,0) ^ S(moda?, 0) 

§S 11-12 12.20.21. 

^ 42-0 neN^ .3 0,, = 0F(l-n) Df 

•1 m,neN, . fs q„,Fq^ . l'mod[q^f>x3{fcC'c=0)] sQ .3 
Sf= 1 qj^z9\heq^ r)h, ze hri[^lQAf'[h(p+e^)\ |p, nF l-w]] Df 

•2 us Cls'q^ . l'mod^^ eQ . fe qju r^. 
S(f,u) = S 7 (q,jqj^g3(xçu .3. gx — fx: xeq^'U .3. gx=0) 

Df 

P'I. Soient m et n des nombres entiers, et /"un nombre complexe d'ordre 
7/1 fonction d*un nombre complexe d'ordre n; c'est-à-dire considérons l'en- 
semble de m fonctions de n variables. Supposons encore que pour des va- 
leurs suffisamment grandes des variables, la fonction soit constamment 
nmlle. Alors pour avoir Tintégrale de /*, indiquée par S/*, fixons une quan- 
tité positive h, arbitrairement petite, et divisons Te^pace à n dimensions 
en cubes de coté h. Un sommet d'un cube aura pour coordonnées une 
suite p de nombres entiers multipliés par h. L'ensemble des points de co 
cube sera représenté par ip-\-9n)hj où Sn indique le complexe d'ordre n 
dont toutes les coordonnées sont des G, Formons la somme des valeurs 
moyennes (Med) de la fonction dans tous les cubes, et multiplions-la par 
h.^ , volume du cube. S'il y a une et une seule valeur z appartenant à toutes 
ces sommes, z sera dite l'intégrale cherchée. 

P*2. Soit u une classe de qn , limitée; et soit f une fonction définie 
dans cette classe. Par S(/*,w), intégrale de f étendue à l'ensemble m, on 
indique l'intégrale de la fonction f/ définie pour toutes les valeurs des va- 
riables, qui dans l'ensemble u coïncide avec /*, et au dehors de u est nulle. 

Nous n'avons pas la possibilité d'analyser ici la très vaste théorie des 
intégrales multiples. 
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§81 Dtrm= (déterminant) 

f^ V /7 Num sgn q ^ 1*0 ynsN^ . ne (i'"m¥V"m)sim .3 

Bgnu = (—1)1^ Num[(^;?/)3(a?,y£ l'"ni . x<Cy . iix^ lo/)] Df 
•01 weNi . KfVe (l"'mFl"'m)sim .3 sgn i^i* = (sgn<^)x(sgnr) 

Soit u une corre8pondance réciproque ou permutation des nombres l*-*m; 
sgnw indique l'unit? positive ou néo^ative, selon que le nombre des couples 
(x;î/) qui forment inversion, est pair ou impair. 

•I m8N^,aeqF{l"'mil'"m) r^. 
Dtrma = vj sgn^^ n[a(7%u^) |r, l"m] \u, {V"mYV*'m)s\m \ Df 

j Leibniz a.lG78 MathS. t.7 p.5 : 
« Inveni Canonem pro tollendis incoonitis quotcunque aequationes non 
nisi simplici f^radu in^ç-rcdientibus... Fiant omnes combinationes possibiles 
literarum coefticientiuni, ita ut nunquam concurrant plures coefficientcs 
ejusdem incognitae et ejusdem aequationis. Hae combinationes afiPectae 
signis, ut mox sequetur, componantur simul... Lex signorum hae^» est. Un' 
ex combinationibus assignetur signum pro arbitrio, et caeterae combinatione-s 
quae ab bac difterunt coeflicientibus duabus, quatuor, sex etc., habebunt 
signum oppositum ipsius signo ; quae vero ab bac diflerunt coefficientibus 
tribus, quinque, septem etc., habebunt signum idem cum ipsius signo» . 1 

Note. Soit m un nombre, et soit a une lettre, qui munie de deux indicoii 
entiers compris entre 1 et wi, représente une quantité. 

Plusieurs A. écrivent les valeurs de a sur in lignes horizontales composées 
de m éléments, et appellent « matrice » cette figure carrée. 

Soit u une pennutation des nombres l'-'wi; considérons le produit dos 
valeurs a{r,Ur)j où r varie de 1 à w, multiplions-le par sgnw, c'est-à-dire 
par l'unité positive ou négative, selon que la permutation t^ a un nombre 
pair ou impair d' inversions. La somme de tous ces produits, lorsque Ton 
remplace u par toutes les permutations des nombres de 1 à m, s'appelle 
« le déterminant des a » , que nous abrégeons en Dtrma. 

Quelques A. appellent « déterminant » la matrice ; alors Dtrma est dite 
* la valeur du déterminant ». 

Voici quelques noms d'usage commun : 

Elément (r,,s) du déterminant a =z ar,s. 

Ligne (Zeile) .v-ièmo = ar,s\r . Colonne r-ième = ar,«|.v. 

Terme principal = II\ar,r\ry l**-n). 

QB déterminant symétrique .=: r,M V"n .3- ^r,8 ^ <ï«,r. 
» » hémisymétrique .=: r,«Êl-"*n .3- ^r,* = — a#,r. 

» gauche, skew, schife .=: r,«tl'--n . r-=« .3- » 
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•il HpM .3. Dtrm[a(r,.s) |{s,r)I =Dtrma 

Hp-l . ue -2 (1-m F l-w)sim .3- 
Dtrm a(rj ti,)\(ryS) = sgnw X Dtrma 

•3 weNj . u,vs Cls'N^ . Numw = Num?; = n . ae qf{uiv) .3- 
Dtrm(a, uiv) z=z Dtrm} aimin/^»/, min^t') |(r,s), 1-?2Î1— wj Df 

Dtrma = l[(—\Y^'ar,s Dtrra{a, l"vi-^r î l-n^sCj |.s, 1-n) 

j Cramer a. 1750 p.656 j 

•s Hp'i . ue Cls^ l'"/i . aw .3- 
Dtrma = 2! (—If (lu ^iv) x Dtrm(a, i^î^;) x Dtrm(a, 1-n •u \ 
1— n -??) |r, (Cls'l— n) n t?3(Numî? = Numw) j 

j Laplace ParisM. a.l772 p.267 j 
Dtrin(a, ttiy), qui figure dans la P'5 est dit « subdéterminant, déter- 
minant partiel, ... ». 

•H HpM r). Dtrm[(— l)'^' Dtrm(a, V"m ht î 1-m -^s)| {r,5), 
1— /n î 1—m] = (Dtrma)f^(/n— 1) 

{ Cauchy JP. a.l812 p.82 j 

^ 2\ a,6eqF(l-mil-m) O. 

Dtrma X Dtrmb = Dtrmî[2(ar,f hs,t \t, l-*-/n) \(r,s)^ 1-m f l-m]j 

•2 m,n£N4 . m^n . a,he qf(l"'m ! 1— n) .3- 
Dtrm[2(ar,«6*,< \t, 1-m) |(r,,s), l-nfl-n] = 
2(Dtrm(a, vi 1-n) x Dtrm(&,î;î \'*'n) |^'',(Cls'l•••m)«^''3(Num?5==n)! 
I BiNET a.l813 p.287 : 
« ... Avec des ac',5c",a;"', &c., y',y",y"S &c., *',^",a"', &c., ayant formé 

n -\ n 2 

n —^ — ^ résultantes à trois lettres, et aussi d'autres résultantes avec 

des I, u, C, semblablement accentués, on trouve que la somme des produits 
des résultantes correspondantes... 

S{x,y\z"){^,v' ,^") = Ix^ZyvSzt:+2:y^S:v2xC+Iz^2:xvIy^ 

—Zx^Syv2z^--2:y^ZxvSz:;^2i^SyvZz^ 
Ce dernier membre est de la forme (a?,y ',?"); on en peut donc conclure que le 
produit d'un nombre quelconque de fonctions, telles que 2Xa?,i/',3'")(^,i;',C") 
est de la forme (5c,y',5^")- * I 

•3 niyne^^ . m<Cji . ajbe qf (1—m î 1-n) r^. 

Dtrm[2(a.,< &v 1^; 1*"^0 \(n^)y 1-n il-n] =0 
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^ 3-i me N,+l . as qfV"m Q. 

Dtrm[a/*-'|(r,.s), 1-m i 1-m] =/7j77[(fl^-aJ|.s l-(r-l)]lr, 2-m\ 

î Vandermonde ParisM. a.l772 p.518 ; Cauchy a.l821 p.426 } 

•2 me N,+l 3. Dtrm[r'|(/v^), l-mi l"m] = i7(H |r, l-r>i) 

•3 Ilpl .3. Dtrniî[v(^;, N,^?-/N,^,s/N,)]|(;v^), 1-m ! l-//^! 

= /7(a, l-/>0 î Mansion Co>VxV. t.4 a.l878 p.l09 j 

Dvr mit * ^|t 4. />^^N,+l .3 

M Dtrm(Dvr, V"/)i i l-m) = i7($, 1-m) 

=//i!i7!(l-/p)^E{m/p) |p, Np^l-mj 

{Smith a.l876 t2 p.161: 
«Let (wi,n) dénote the greatest common diviser of the intégral numbers 
m and n ; and let v^(w) be the number of numbers not surpaâsing m and 
prime to m; the syuimetrical déterminant... 

2'±(l,l)(2,2)...(w,/w) 
is cqual to v'I X V'S X-.X yf{m), » | 

•2 Dtrmtmlt, V"mil-7n\ = m\ /7t[(l— P)hE(m/p)] |p, Np^ V"m \ 

\ Smith a.l876 t.2 p.l63 j 

lim ^ 6. a£qf(N,tN,) .3 
•0 Dtrra(a, N^iNJ = lim Dtrra(a, 1-n î 1-n) |n Df 

i /7(mod ar,r |r, N,) eQ . 2[moda, (N,:N,)^ (;v^)3(r^=s)] eQ Q. 
Dtrm(a, N^iN,) £q j KocH AM. t.l5 p.53, t.l6 p.217 j 

D ^ 7-1 afi£q.a<b.f,g,hyDf,Dg,Dh£qFarb O- 

a a''b^x3\Dtrm[(I)fx,DgœjDhœ)f (fa,gayha)y (fb,gb,hb)] =0} 

[ k = Btm[{fx, ffx, hx), {fa, ga, ha\ {fb, gb, hb)] \x .3. 
ka = kb = O.^D P4-3 .3. F ] 

Continuation : §Subst 5 . §q' 8. 
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§82 lin Subst Sb 

+ X q« cont ^ 1. 7>?,n,p£Ni -D-'- '^ /^ (q,nFq Jlin .=: 
f^ (q»,Fq»)^oiit : â7,y£q^ r^x,y. floc+y) = fx+fy Dt 

Pl-0. Nous dirons que /"est un complexe d'ordre w, fonction linéaire 
des complexes d'ordre n, si la fonction de la somme est la somme des fonc- 
tions correspondantes. Nous ajoutons la condition que la fonction soit 
continue pour en déduire la Pl-19. 

Ixîs fonctions linéaires s'appellent aussi distributives. 

Nous définissons (P'2) la somme de deux fonctions linéaires, qui est une 
fonction de la même espèce. 

Le produit (P-3) des fonctions a été déjà défini dans §f. Il a nécessai- 
rement les propriétés distributive et associative, mais non la commutative. 

f^g^f^^ (q« Jqn)lin . x^ysq^ .3 -1 f{œ+y) = fœ+fy 

•H /D = [ P-l . y=0 .3 f{x+0)=fx + fO .D. P ] 

"12 kéN^.ti£q^FV"k .3 fl^<'j=lh^ [ PI D P ] 

•1 3 AeN, .3 iXkx) = kfx [ P-12 . w= ;(/:rF 1-^') .3. P ] 

•i4 f—X = —fx [ (-.X I /y^Pl . Pli .3. = /:r + f-x .3 P ] 
•13 hEVL 3- fkx=zkfx [ P13 . PU .3. P ] 

•16 AeN^ 3. f{x:k)=:{fx);k [ {xlk\x]^'\^ .D. p 1 

•17 he^, . len 3. f{llk)x — {l:k)fx [ p-is . P-i6 .3. P ] 
•18 ker 3- Z**^ = ^"'/^ [ = P17 ] 

•19 keq 3 [ Hp .D. A (qmFqn )cont .3. 

/•&x= lim[/*(Zx)|/, r, A:] = Wmi^lfx \l, r,k)z= kfx ] 

•2 r+g = {fx+g^)\^ Df -21 /•+flr£(q,,jqjlin ' 

[ Hp . x,ysqn .3. (f+g){'r^+y^ = /Ti«+.y) +/7(aî+.y) = U-Vfy+g^+gy 
= U+g^+fu+gy = {f\-g'-rMf+g^y ] 

•22 /4-flr = flr+/- -23 (/•+.9)+/i = r+ffl^+ZO = /4-fl^+/^ 

f/'s (q,,Fq JUn . g^g'e (q,Fq,Jlin . fteq 3. -3 (//-f (q^Fq Jliii 
[ Hp . x,ysqn . §f P2-2 .3. (/// (-r+y) = //[A^+y)] = ^(A^+/J/} = giM+ 

g[fy) = Kgf)^Mgny ] 
•31 g(f+n=gr+gr . {g+g')r=gr+gr 

•4 fc=(ftx,qj Df -41 ft£(q,jqjlin '42 fk = kf 
La multiplication par un nombre réel est une fonction linéaire. 

'S fx = 2| [/'uiiit(n,r)]a?^ |r, l-n j 
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« 2-0 neN. O- Substq„ = (q,FqJlin Df 

P2*0. Nous appelons « Substitution des qn » , abrégé en € Subst qn » tout 
qn fonction linéaire des qn . Nous définissons le module d'une substitution, 
et (P6) Texponentielle d'une substitution. 

Les substitutions ont une grande importance dans plusieurs théories. Une 
exposition moins sommaire est contenue dans mon «Calcolo geonietrico » 
a.lHHS p. 141-1 70. Ici elles ont principalement pour but d'introduire les 
nombres im-.ginaires. 

nsNi . apyCe Subst q^^ . Aeq . (c,yEÇ{^ .3- 

• I a(.z?+y) == (t^+ct!/ . d+b s Subst q,^ . {a+b)x = ax+bx 

'^ a'{-b = b+a . a+(b+c) = (a+b)+c ^= a+b+c 

•3 [abyr =1 a{bx) . a/; e Subst q^ 

•4 a(b+c) = ab+ac . (a+b)c = ac+bc . (ab)c = a(bc) = abc 
[^ -5 msN^ .3. a'^e Subst q,, 

mod ^ 3. neNi . a,b£ Subst q^ . xeq^ . teQ .3 
•0 moda = maxj [(modaj7)/(moda7)] \x '(q,,-eO) j Df 

•i moda eQo 

[xe qn "iO . 1/= cc/modx .3- 

ysqn . modyzrl . (mod aa?)/moda5 = (moda^)/mod^ (1) 

ri) .3- (mod«ic}/modjc \x *(qn -<0) = iinodax)lmodx \x *[qn <^y3(modi/)=l] 

(2) 
[ (modax*Vmod.x]|aî s Qof[qn<^y?(mod,y=l)]cont (3) 

(3) . §contPl-3 . (2) . P-0 .3. F ] ' 

•1 1 mod ax ^ moda modo? [PO . Pi .3. P] 

M2 moda=^ .=. 0=0 

•2 mod(a+&) ^ moda+mod& 
[ Hp . scfiqn . P2-1 .3. mod {a-{-b)x = inod{ax-\-bx) 

.§qnP3*2 .3. ^modax-{-modbx 

. p-11 ,-^^ ^ moda modar+modô modx 

^ (moda-|-mod6)moda; (1) 

Hp . (1) .3: 3C£qn .3- [niod {a-{-b)x]lmodx ^ moda-fmodô (2) 

(2) . P-0 .3. P ] 
•21 mod(fca) = k moda 

•3 mod(a6) ^ moda mod6 
[ Hp . xsqn . P-1 .3- 

mod[(^^^).x] = mod[«(6.r)] ^ moda mod bx ^ moda mod& moda? 
Hp : xs(\n .3- [luod (a6)xj/modx ^ moda modo : P-0 :3. P ] 

'4 mfiN, .3. mod(a") ^ (moda)"^ [ P'3 .3. P 1 



Subst 169 

Sb 4& 4. neN^ . u.ve qF(l-n 1 1-n) Q. 

•0 Sb;^ = î [ [ l(i^r,sxs |.s, V"n ] |r, 1-n ]|a;, q,, \ Df 

Soit w une matrice carrée d'ordre n. Par Sbw (substitution déterminée 
par la matrice u) nous indiquons l'opération qui, à un complexe x d'ordre 
n, fait correspondre le nombre complexe dont l'élément de rang s est la fonc- 
tion linéaire 2{ar,sXr\r,l-'-n) des élémsnts de x. 

■1. iSbîi est une Subst. •-!:. Toute Subst est repr^'îsent.^e par une matrice. 

•01 œe^^ .3 (Sbw)a; = \[l{ur,sXs ].s\ V"7i)]\7% V"?i\ 

M Shu e Subst q^ 

•2 Sbi^ + Sbr = Sb(w+r) 

•3 (Sbr)(Sb^/) = Sb[ v(,;,,^,/^^ |ç, 1...;,) |(r,s), 1-;? t l'V^- ] 

•-4 ae Subst q,^ .3- ^= ^^bj [a uiiit(/?,.s)] J(/vs), l"'n i l"'n j 

Dtrm ^ 5. neN^ . a^be Subst q^ . ?/£ qF(l-;2 1 l'")i) 3- 
•0 Dtrma = Dtrmj [a unit(;?,.s)] |(r,.s), 1-n i 1-;? ; Df 

•01 Dtrma -=0 3- ^^i^n^^J^^P 
•02 œs qn -eO . ax =0 3- I^^rma =0 
•03 Dtrma =0 .=. a q« -tO <^ œ3{ax =0) 
DtrmflzrO .=. a est un diviseur de (Teiler der NuU, selon Weîer strass). 

•04 heq . œe ({n^O , aœz=zhx 3- Dtrm(a— /«) =0 

• \ Dtrm(a6) == Dtrma Dtrmft 

•n mëS, 3. btrm(a*") = (Dtrma)"* 

•2 Dtrma -c=0 3- a~* = /a = ?Substq,^^23(a>2:=l) Df 

•3 Dtrm ^hu = Dtrmî^ 

•4 (vSb?^)-' = 

Sb! (— 1)" *Dtrm[ a, r-n-er t l-/i-e.s] |(;vs), \-ni\-n j/Dtrm?/ 

•5 .r,.y£ q,^Fl— n . Dtrma; -c=0 3 

y/x = 1 Subst ^.?f >•£ 1—;/ 3r- ^(^^1 = i/^' ] Df 

I Ex. : §vct P60 t 

•6 wfiNj . ne qF(l—n ! 1—n) . Dtrm u -^0 . t/eq^ 3- 
a?£q,, . (Sbi«)x = y .=. 0;= (Sbw)""*y 

lim ^ frO a£(Substq^)fNo 3. 

lima = 1 (Substqn) « ?;3[a'eq,, 3x- liin(«-^1 = &^] Df 
•1 ?«£qf(l-n: 1-niNo) 3. 

lim!Sb[2«(r,.s,0 |(r,.s), 1-v? ! l-/i]j |/ = 
Sb|[lim t<r,s,0 \t] |(/vs), 1-n î 1-nj 
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e ^|& 7. neNj . a,6e Substqn .3 

•0 e" =2[{aVn!)|n,No] Df 

•1 e^fi Subst q,^ 
[ Hp . P3-4 . rÊN\ .3 mod(ar /r!) ^ (moda)»- / r! (1) 

Hp . §e P2-1 O. -STCmoda)*- /r! |r, No] «Q (2) 

Hp . (1) . (2) O. ^mod(ar / r!) |r, No] £Q (3) 

Hp . (3) . §q« 25-1 O. I\^ar / r!) [r, No] s Subst q» (4) 

(4 j . PO O. P ] 

•2 a& = fta Q. e'"' = eV . 6e" = e"6 
D ^ 11. (Subst qJqJ§q^P31 
^ 12. te Cls'q . ôk=k . n,r,Dw,D^• e (Subst qJFk . aeq .3. 

•i--2 = §q^^ P32-1--2 -3 B(ur) = iiDv + (Du)v 

•^ Dtrm-f* -c=0 .3 D u-' = —u-\Du)ir' 

4& 13. 

•i ae Subst q,, .3 v ja'' D''[ Dtrm(a— A) |/î, q, 0]/r! |r, O-nj =0 

t Cayley LondoriT. a.lSoS ; Papers t.2 p.475 \ 
Dem : Laguerre JP. t.25 a.l8(57 p.215, Frobenius JfM. t.84 a.l878 p.l, 

Berlin Ber. a.l896 p.601. 
L'équation algébrique à laquelle satisfait la Subst a est dite " réquation 

caractéristique ", ** latent équation de Sylvester ". 

•2 îœqF{l"'n ; l'"?i) : r,.s£0— n 3^»*- uryS = i(s,r 3- 
a (qf V")i)^or3\ h8q.'^h.DtTm(tibu—h) = n[{xr—h)\ry l'"n] 
j Lagrange BerliiiM. a.l773 p.l08, pourn = 3; Cauchy 
Exe7-c. a.l829 t.4 p.l40 } 

Le déterminant (tableau) u qui satisfait à Hp-2 est dit «symétrique». 
L'équation Dtrmi;Sb«i— /^ ; = est dite « l'équation séculaire ». 

^ 14-1 ae Subst q,^ . xsq .3. D(e^''|ir, q, x) = ae""" 

•2 ae Subst qn . rx£ q» Fq . Dx = ax . teq .3 ^' = (coO)^(ih 

L'équation Dx=zax représente le système de n équations diflTérentielles 
linéaires homogènes à coefficitmts constants. 
La P-2 exprime la fonction (intégrale) x, 

S ^ 15'1 ne (Substq„ Fq)cont . aeq .3 ^^ q^Fq . Dx = 
ux.xO=a .=. œ= v[j [S(//r,0:r) | j] [rj" |r, No]a 

Cette formule donne le développement en série toujours convergente de 
l'intégrale d'un système d'équations différentielles linéaires à coefficients 
variables. Voir TorinoA. a.l887, MA. a.l888 t.32 p.450, TorinoA. a.l897, 
Encyclopadie t.2 p.l99. 
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§83^ i = (unité imaginaire) q' = (nombre imaginaire) 

Sb « 1-0 i = Sb[(0,-l),(l,0)] Df 

•I iP,y£q .]3- i('^,.y) = (—/A ^) '2 i s Subst q, 
•3 i* = — 1 j BoMBELLi a.l579 p.l69: 

« più dî mono [vK— Ij] via [X] più di merio [\K— 1)] fa meno [=—1] ». I 
•4 raod i =1 -5 Dtrm i =1 

^ 2-0 q' = q+iq Df 

ix:,y,x\y'eq.a,byCEq' O- '* x+iysq' 
•2 oj+iy = â7'+ij/ .=. x = oo' .y = y' 

[ x+iy = x'+iy O. x— «* = i(i^'-«/) O- (a:;— «')' = -(>' -y)* O- 
(x—xj+{y—yj =0 O- 2C=a5' . ?/=r/' ] 
•3 (.r±iy)+(^'±iy) = {x±œ)^i{y±y') 
•31 a+6fiq'. . a+6 = 6+a . a+(&+(?) = (a+6)+(? = a+6+^ 
•4 (a7+ij/)(.r'+iy') = (xx'—yxj)'\'\(xy'-\'œ'y) 
'i\ abeq' . ab=^ba . a(6+c) = a&-f-ac . a(br) = {ab)c = abc 

•42 afti=0 .=. 0=0 .y. &=0 

[ x,y,x\y'eq .3 (x+iyX^'+i^ ) =0 .=. xx'—yy'=0,xy-\-x'y=iO.=:. 
{xx'—yyf+{xy'+x'y)^=zO .=. (x'+//)(cc''+y'«)=0 .=. £c»+^«=:0.w. 
x'^+y'^ =0 .=. 05=0 . y=0 .w. x'=0 . y'=0 ] 

•43 (q' I n) §X P8 

•S x'+y' -= o- A^+^y) = i^-Wi^+y") 

•î'^l (q' I r) §/ P40 

•6 meNj 0. a*** eq' -61 (q' | n) §^ P1M4 

Note. Xoiis définissons l'unité imaginaire comme la substitution repré- 
sentée par la matrice F —1 

L 1 

L'unité imaginaire, «più di meno» de Bombelli, a été indiquée d*abord 
par >J —1, et ensuite par i (E uler dans un Mémoire présenté à PetrA. a. 1777 
et publié dans Cale. Integr. a.l794 t.4 p.l84). 

Les q' sont de la forme sc+iy, où x^yeq. Ils s'appellent en général 
« nombres imaginaires », et se présentent dans les calculs comme des sub- 
stitutions des q^. Gauss a. 1831 a changé le nom en « nombres complexes > ; 
mais il ne faut pas les confondre avec les q^, que noiLs lisons « nombres 
complexes d'ordre 2 ». 

En effet nous multiplions les substitutions, tandis que nous ne multiplions 
pas les nombres complexes. Un nombre imaginaire est déterminé et détermine 
un couple de nombres réels, mais il ne coïncide pas avec ce couple. 

Cela résulte aussi de l'interprétation géométrique des complexes et des 



m q^ 

imaginaires. Les vecteurs se comportent exactement comme des nombres 
complexes. Voir §vct 11-7. Les produits intérieur et extérieur des vecteurs 
ne sont pas des vecteurs. 

L'unité imaginaire se comporte comme un Rotor, §vct 600, cas particulier 
des quaternions, qui sont des opérations. 

Les A., qui considèrent leà q' comme des couples de nombres réels, 
prennent comme Df de =, 4-, X les P2'2*3-4. Alors la Df du X se présente 
comme artificieuse (Encyclopttdie, p. 151) et ces définitions ne sont pss 
indépendantes, car des -3 et 4 on déduit la 2, comme résulte de la Dm. 
qui l'accompagne. 

Contre la façon d'introduire les imaginaires pour satisfaire à une question 
impossible, et qu'on rencontre aussi quelques fois pour les nombres négatifs 
et les fractionnaires, Gauss a. 1799 t.3 p. 6 a dit: 

« Quodsi quis dicat, triangulum rcctilineum aequilaterum recta nguluni 
impossibile esse, nemo erit qui neget. At s! taie triangulum impossibile 
tanquain novum triangulorum genus contemplari, aliasque triangulorum 
proprietates ad illud applicare voluerit, ecquis risum tcneat? Hoc esset 
verbis ludere seu potius abuti » 

real imag conj ^ 3. Xyye(\ . a,6£q' .3- 

'0 real a = ? q ^ X3(a—x e i q) Df 

imag a = ? q ^ y3{a—iy s q) Df 

conj a = real a — i imag a Df 

Le signe « real » se rencontre dans Weierstrass sous la forme R ; dans 
les quaternions de Hamilton il a la forme S = (scalar ). 
Ex. : 4-5 6-5 161 §sinlO. 

** imag " = " le coefficient de la partie imaginaire ". 
** conj " = ** conjugué " (Cauchy a.l821). 

M real(.r-t-iy) =0? . imsig{x+iy) =y . conj{a?+iy) = a?— iy 

•2 a = reala+i imaga 

reala = (a+conja)/2 . imaga = (a— conja)/(2i) 
•3 real(a+6) = reala+real6 . im'dg(a+b) = imsLga+imagb 

conj(a+^) = conja+conjft 
'A real ia = — imaga . imag ia = reala . conj ia = — i conja 
•5 conj /a = /conja '9 méN^ .3- <^onj a* = (conja)* 

vl nT * 4. a8q' . m,u£Ni .3. -0 '''^az=(^f>œ3(x"''—a) Dt 
w»y|*a, qu'il faut décomposer en (♦">]*)«, indique l'ensemble des racines 
m-ièmes de a; ^^^i indique la «racine principale», celle qui a la plus 
grande partie réelle. 
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•-4 a?,y8"*^fl .3 ^Xy, a?/y, ^'^j 07"**, conj^ £ '^^f 1 

Continuation §jrP3-2 
•5 a -e — Q O- *">|a = ? ("*v|*a)^073(reab? = max real "^^a) Dt 
•6 a?£q . ysQ .3. 

vj (^-iy) = i 

2 iZ ^ 5. (q' I r)§2P1.6.§7rP1.5.§!P2.6-3i 7.8.9 
M neN, . as q'f(l-n) .3- a q!^x3[x''+':i(a^*'~''\r, V-n) =0 \ 
•2 Hp-1 .3 a(qfi-n) ^ ^3[d7£q' .3. ir**+^(aX"'" |r, l-n) = 

//■(.T— ^,.) |r, l-w]| î Girard a.l629 fol. e3: 

« Toutes les équations d'algèbre reçoivent autant de solutions, que la 
dénomination de la plus haute quantité le denioustre ».i • 
Sur la bibliographie de cette P voir Loria RdM. a.l891 t.l p. 185, t.2 p. 37. 

mod ^ 6. HpP3 .3 M mod(œ+iy) = y^œ^+j/") 

Mi mod a& = moda modft 
[ ^>y^^\y'^^ O- mod[(a;+i,y)(a;'+îf/')] == mod[xa:'— yy'+iix//'+x'//)] == 

mod(a:+i^) X moà.{x' -{-\y') ] 

•2 meN, .3 mod(a") = (raodar 

•3 moda = vJ [(reala)'+(imaga)*] = >J («xconja) Dfp 

moda =1 .3- conja = /a 
Lm lim ^ 10. 
'\ lie q'f No . aeq' . Ku^a*" |n, N^) eq' . xeq' . moAr <; moda .3 
Ku^œ*" |n, No) £q' t Abel t.l p.223 1 

•2 we q'f No . aeq' . 00 -£ Lm(modw,^a*) \n . xsq' . modr <; moda .3- 
2(MXI^,No)£q 
On appelle : rayon de convergence de la série 2(un «♦» |w,No) 

= rmod;q' r> a3[2(un an |n,Xo) £ q''! 
cercle de convergence = q' r> x3(modx < rayon de convergence). 
•3 ice q-(t-l) FNo . imodu e Q .3. n[(l+u;) |?-, NJ £ q' -iO 

j WEIERSTRA8S a. 1856 t.l p. 176 ! 
•-i ««£q'fNo . a£q' . l(if,a*'[nj N^) £q' .3» 
Iim[v(;^^.'r''|;i, N^) \x, Oa, a] = l{u^fi'' \n, N^) J Abel t.l p.223 j 
•5 a,&£q . reala < realft . b -£ — N^ .3. /7[(a+r)/(&+r) |r, N,] =0 
D « 11-13 (q'|q)§DPl-3 
e ^|f 14. ^,y£q . a,&£q' . men .3- 
•I e^'^'i^eV -2 e-^'=/e" (eT = e"" 

•3 mod e" = e|^(reala) -4 mod e^ = 1 . conj e" 1= e~" 
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^ 15- 1 xeq' .3 D(e'|a;, q', x) = e' 
•2 OJcq .3 I>(e" la?, q, x) = ie** 

— . neNj 3. D-Ce»* [a?, q, a?) = {"e*' 

^ 16M a£q' . reala>0 Q. S(e-'|a;, Q) = /a 
Dtrm 201 neNt . ae qF 0-« .3- 

Dtrm|a[rest(r4-s, n)] |(r;s), (0-« f 0-«)! = 

/7)v(aXlnO-n)|.'r,"-',ri| 
j J. W. Glaishek a.l879 QJ. t.l6 p.31 j 
Le déterminant (tableau) qui ligure dans cette P etit dit c circulant >. 

^ 21-0 k=Rb[(l,0),(0,-l)] Df 

^>y£^ O- k(.r,î/) = (X, -y) k£ Subst q, 
k' = l modk=l Dtrmk = — 1 

•1 ik = -ki (ik)«=l 

U)jX,y,z,w\œ',]/,z\p,q,r,s£q . afie Subst q, .3 

•2 M?+ji+î/k+2ik = Sb[(M?— î/ , x+z) , {z—x , to—y)] 

Sb[(p , q) , (r , s)] = [{p+s) + (ç-r)i + {p-s)k + (ç-r)ik] 2 

Subst q, = q+qi+qk+qik 

w+xi+yk+zik = lo'+x'i+yk+z'ïk .=. ic=i^' . x=x' . 

•3 real a = ? q ^ W3{a—w e qî+qk+qik) Df 

real a = (a— ifti+kak+ikaik)/4 
a = real a — i real(ia) + k real(kr/) + ik real(ika) 
Teal(w+xi+yk+zik) = lo real(a+6) = real a + real 6 

real (wa) = xo real a real (a6) = real (6a) 

•-4 Dtrm(?t?+^i+2/k+2:ik) = w^+x^—y^—z^ 
a' — 2a(real a) + Dtrm a = 
Dtrm(e[^a) = e|\2 real a) 

•5 e^^ = (eaî 4. e-ic)/2 + k(ex — e--^)/2 

La substitution k ne figure plus dans la suite. Ces formules sont exposées, 
sous forme géométrique dans ** Trasformazioiii lineari dei Veitari d'un 
piano, TorinoA. a. 1895 ". 
Toute Subst des q^ est une combinaison linéaire des 4 Subst : 1, i, k, ik. 
Le Subst de la forme q+qi sont les nombres imaginaires, q' ; elles s'ap- 
pellent aussi ** similitudes directes '\ 

(q+qi)k = ** similitude inverse " 

qi+qk+qik = ** involution " 

q +qk+qik = *' dilatation *' 

ef^(iq) = ** rotation " ke|^(iq) = '' symétrie *'. 
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§84 n 

e i ^ 1-0 jr = min[Q^a;3(e*^ = — 1)] Df 

Le nombre :i se présenta d'abord comme rapport de la circonférence au 
diamètre. Ce signe, introduit par Jones, adopté par Euler, est dévenu 
ensuite d'usage commun. Il est la lettre initiale du mot nsQifisxQoç. 

•i 7z/4£{8/9Y^2eX-^ jAHMÈs a.-2000: 

N.41 . « 9 (diamètre du cercle) . 9/9 =1 . 9—1 =8 . 8x8 =64 (aire du cercle) » . 
N.42. « 10 (diamètre) . 10/9 = 1+/9 . 10-(l+/9) = 8+2/3+/6+/18 . 
(8+2/3+/6+/18)* = 79+/108+/324 (aire) » . | 

•2 3+ 1/7 >7i> 3+ 10/7 1 

} Archimedes, Dimensio circuU P3 : 
Ilavrbç xvhXov fj 71€qijU€tqoç rijç ôiajuhgov TQuzkaoicov iarl, xal en 
vnegéxEL iXdoaovi juèv rj epààjjicp jusqec t^ç dta/LtérQOV, jusl^ovi ôk fj ôéxa 
ifiôo/irjxooro/Liàvoiç, j 

•3 jr £ 3+8x60~*+30x60"'— 60"" [ Ptolemaeus t.l p.512: 
...Tot; Xôyov rœv JieQi/tiéTQœv Jigbç ràç dia/xérQOVç Svroç, o exei rà 
7" ^ T Tigbç t6 êv, j 
'Ane 62832/20000 — 0X"* j Aryabhata p.399 : 

«Ajoutez 4 à 100, multipliez par 8, ajoutez encore 62000, voilà pour un 
diamètre de deux myriades (ayutâs) la valeur approximative de la circon- 
férence du cercle»! 

•5 377/120 > TT > 333/106 

j A. Anthonlsz, voir BM. a.l888 p.36; a.l889 p.84 j 
7t E 355/113 — eX"' I A. ilETius a.l625 p.88 j 

•6 7i£Q-R î Lambert J5é?W/;îiVf. a. 1768 p.265-322 I 

•7 ji*-eR I Legendre Géométrie a.l794 note 4 ( 

•Si ne J(l+^) +g(9-3>J6) -ex-' î Mascheroni a.l798 p.248 j 
•82 n e 9/5 + 3/vJ5 -0X-* ! ViETA a.l593 Opéra p.393 j ' 

•83 ne vK40/3 — 2vJ3) +70X~' | KocHANSKi AErud. a.l685p.398 j 
•84 ne (13>J146)/50 +0X"* î Specht JfM. a,1828 t.3 p.83 j 
•85 ne (501+8ajlO)/240 -ÔX"' 

j Gergonne Ann. a.l817 t.8 p.252 } 

NoU, — Les P-83 -84 donnent des constructions g'éométriques assez simples 
pour 71 en observant que : 
v|(40/3-2v|3) = 44+^3-/s|3)'] ; (iajl46^/50 = a3/10;41+(ll/5)'] . 
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•9 neNj .ojerf 1-vi .3- ^**+i(a7^^'* 'jr, 1-n) -=0 

t LiNDEMANN a 1882 MA. t.20 p.213; 
cfr. GoRDAN a.l893 MA. t.43 p.222 j 

jr = 3* 
14159 28535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196 
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091 
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273 
72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436 
78925 90360 01133 05305 48 -20 46652 13841 46951 94151 16094 
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548 
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912 
98336 73362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 23094 36285 
53096 62027 55693 97986 95022 24749 96206 07497 03041 23668 
86199 51100 89202 38377 02131 41694 11902 98858 25446 81639 
79990 46597 00081 70029 63123 77381 34208 41307 91451 18398 
05709 85 . . . 

Note. Le nombre .t a été détenu i né par 

Vieta Canon mafheina ficus, Lutetiae, a. 1579 p. 15 avec 9 décimaux 

Adrianus Romanus Ideœ Mafh., Anvers, a. 1613 » 15 » » 

Ludolphus a Ceulen {de Cologne) a.l615 p. 144 » 32 » » 

Grienberger, Elementa Trigonomefrica, Romœ a. 1630 » 39 » » 
Sharp a. 1699 (publié par H. Sherwin, Mathematical 

tabler a.l705 p.59) » 71 » » 
Machin, (publié par JonoH, Synopsis Palmariorum 

Matheseos a. 1706 p. 243, qui le désigna par la lettre ;r) » 100 » » 

Lagny, Hi^it, de VAcad, des Se, di^ Paris, a.l719 p.l44 » 112 » » 

Vega, Thésaurus Ijogarîthmorum, a. 1794 p. 633 » 136 » » 

Thibaut, Grundriss der reinen Math., 4. éd. a. 1822 p. 312 » 156 » * 

Dahse a. 1840; JfM. a.l844 t.27. p.l98 » 200 » » 
Clauscn a. 1847 (publié par Sehuhmacher, Astrono- 

mische Nachrichten t. 25 col. 207) » 248 » » 

Iii(ihtGry Archives Math, de Grunerf, R.lHbSy i,21, ])M9 » 330 » * 

Ruthcrford, LondonP. a.l853 » 440 » 

Shr.nks, » » » » » » 530 » » 

» X » » » a.l874, t. 23, p.45 » 707 » 
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n ^ !l ■ ..!..!.. ..!!!!!! .!!.!.!. 

Le calcul de » en base 2, proposé plusieiirs fois par Leibniz (Opéra a. 1768 
t.3 p.521, 547,...), exécuté par Jacob Benroulli, a été publié sous forme 
inintelligible (a.l705, Leibniz MathS. t.3 p.97). 

^ 21 e2»i =1 6wi=— 1 e»J/2 = i 

&tilB = (14-iv|3)/2 e«i/4 = (l+i)/v|2 

6^i/5 = [l+g5+iv|(10-2v|5)]/4 e^i/6 = (sj3+i)/2 
e^'i/S = [^J(2+v]2)+ig(2-v]2)J/2 
e^.i/10 = [g(10+2vj5)+i(vJ5-l)]/4 
e"i/i2= [^+^+i(^_^)]/4 

e^i/15 = 6»i/6 X e— 'li/lO 

= |g(30+6^J5)+^j5-l^-i[^J(10^-2^|5)-K|3-^Jl5l i/8 

e^i/16 = M[2+,J(2+^)]+ig[2->J{2+s|2)] i/2 

La construction des polygones réguliers, correspondant aux formules pré- 
cédentes, se rencontre dans Euclide IV P6-16. 

e»i/i7=|[l5+ ,J17+ vK34-2v|17)+2v|[17+ajl7H(170+3ajl7)l] 

+4i^J[34-2s|17-2sK— )-4gi l]j/32 

I QtAvm a.1801 t.l p.462 } 

e«i/20 = {^|(3+^J5)+^J{5H5)+i[^J(3+^j5)-^J(5H5)[(/4 

e»i/30 = (>J(18+&J5)+v|(10-2vj5)+iIvJ(30-&J5)->J(6+2vj5)] j/8 

e^i/60 = î,|(5+^J5)+^J(9-3,|5)+v|(15+3^J5)-^J(3-s|5) 

+i[ » . _ » . lj/8 

•2 neN, O- "Tl = [eIX2mm/«.)] Im ' 0-(n— 1) 

•3 neN, .ajcq' .3 00"— 1=^ H \\x—el'{2mm/n)]\m,0-{n— 1)1 
«"+1 = i7t[a;-eH(2m+l)7ii/«]]|m,0-(n-l)j 
} Cotes Rogerus a. 1722 p.ll4 } 

lim 4& 3-1 « = 2/i7![(^/2+a;) |a?]"0 |n, N,} 
} ViETA a. 1593 Opéra p.4(X) : 
« Sit ... diameter 1. Circulus IN. Erit 3- *d IN, sicut l/-y ad unitatem 



adplicatam ad id quod fit ex l/g-^-yl- , in 1/i -|-l/i -^l/i. .....! 

W. 1901 12 
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't jz= 2(2/1) (2/3) (4/3) (4/5) (6/5) (6/7)... 

= 4/7[(l-n-") |n, 2N4+1] = 2///[(l~n"*) |n, 2NJ 

I Wallis a.l655 t.l p.469: 

T^. . ^ ,. -n 3X3X5X5X7X7X &c. 9x25x49x81 &c. . 

«Dicimus, fractionem illam ^r—. — . ^ ^ ,, — 5 — seu -r — r^ — .„ ^^ ^ — »« 
' 2x4x4x6x6x8X &c. 8x24x48x80 &c. 

infinitum continuatam, esse ipsissimuai quaesitum iiumemm G pi'secise 

ad quem ita se habet 1, ut Circulus ad Quadratum Diametri » { 

•3 V4 = 2M-l)V(2«+l)KN„j 

1 Leibniz a.l682 MathS. t.5 p.l20: 

«Qiiadrato Diametri existente 1, 

„. ,. , 11,11,11,11,11, 

Circuh areamforey-g-+3~^+-g— jj+j3-jg+j^-jg etc., 

nempe quadratum diametri integrum demta (ne nimius fiât valor) ejus tertia 
parte, addita rursus (quia nimium demsimus) quinta, demtaque itcrum (quia 
nimium re-adjecimus) septima, et ita porro. >| 

•4 ^/6 = 2N,-» 

! EULER a.l735 PetrC. t.7 ; voir BM. a. 1890 p.24 j 
1 Joh. Bernoulli t.4 p.21 : cc_ ii^_L^a-^j_;to \ 

•41 jry90=2Nr* -32 nisN, -I^. iN,"^*" £ lU*"^ 

î Joh. Bernoulli t.4 p.24 j Continuation : §B*5 

•42 tt'/ 32 =l-3-'+5-»-... 5^yi536 =l-3-'+5-*-... 

/ EuLER a. 1748 p.l37 j 

•5 lim(w! n"''ey^n) |n = vj (2:7r) j Stirling a.l730 p.l37 \ 

•6 ^£N, .3 C(2n,n) <22~/^(n7r) 

> 22»» /v|[(n+/2)jr] j Stirling id. p.119} 

•7 œeq' .'J. (e*-e"V2 = ^(l+^'0(l+^2"*0... 

•8 œeq' Q. (e^+e-V2 = (l+4^'^'^)(l+4^'3"^0... 

= n[{l+^7z-^7i-^) |n, 2No+l] 

} EuLER a.l748 p.119,120 j 

Les fonctions considérées dans P-7 et 8 sont dites fonctions « hyperbo- 
liques » et indiquées par Shx, Chœ (Riccati a. 1757). 

•9 xeci^UTi . ue (Qf NJdecr . limw =0 .3 l(ujei'^ [r, N<,) sq' 



^r»^ 
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•1 lim) (o,4-o,+...+a J/n«i |« = ^712 

•2 limi(Vl+V2+-+o„/«)/«} l« = '^/e 

•3 limi(o,/l+a^4+...+o„/wVlog'*t l« = ^/^ 

•4 Uinî(«P.+<li,+-+<r»J/n'j|n = 3A' 

•S Um|(*i/H-<l>»/2+...+4>„/n)/»j \n = 6/?i' 

•6 lim|(<Pi/l+4>;'4+...+«P„/n')/lognj \n = ,^/6 

1 M --6 Cesàro a.l893 NapoliA. s.2 t.6 N'il p.l5 j 

log ^ 5-0 cce q'nO Q. log*j; = q'»^ .y3(e''=a7) Df 

•0 i loga; = 1 (log*a;) « j/3(— jt •< imagy ^n) Df 

log^x indique la classe des solutions de l'équation esssx, 
logx = « la valeur principale du log'arithme » , indiqtie la solution dont 
le coefficient de l'unité imaginaire est compris entre — n et +a. 

•02 log*a; = logœ + 2n^i 

•1 logi;[=:iV2 . log{— l) = ;ïi 

{EULER a.l728 (Voir BM. a.l899 p,46): 

«Sit radius circuli a ... habebis quadrans circuli = . -■ . ^ log(— 1)» | 

imag log X est dit " argument, amplitude, azimuth, anomalie,... " de x. 

•2 a;eq' . moda? ^1 . œ -= — 1 O- log(l+^) = a;— a;*/2+tc*/3— ... 

•3 -log(«/4) = 2(2N,+l)-'+2(2N.+l)-y2+2(2N,+l)-*/3+... 

t EuLER a.l748 p.150 j 

'* log{«»/6) = 2Np-'+2Np-*/2+2Np-y3+... 

( EuLER a, 1748 p,235 j 

S ^ 10. 

•1 S[ /(1+cc») \x, q] = 2S[ , Q] = 4S[ , 0j = ;i 

•2 S[ /d+as+flc») \x, Q] = S[ /(l-co+af) \x,e] = 
2S| , 6] = 27rX3-3/2 

•21 ocQ .3. S[/(a'+aj*) [a;, q] = n/a 

'22 p,9eq . 9_pV4>0 .3. S[/(.r'+2)j-+î) |rr,ql =VnI(î-PV4) 

•23 ofiQ . bfCeq . oc— 6' >0 .3- 

S[/(aa!'+2&aj+c) [oc, q] = ji/s^ac—V) 



"i?r- 
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• 3 S[ /(l+o^) \x, Ql = S[a?/(l+a^ \x, Q] = 2V{3n13) 

• * S[ /{l+fic») \x, q] = S[ aî»/(l+a:*) k, q] = «^|2 /2 

'k\ a,b€Q, O- SI /I(a»+a^(6»+a^l \x, qj = Vl«^«+&)] 

[ /[(a«-hr')(ô'+x')] = [/(a'+x')-/(&»+x«)]/(6'-a') ] 

•42 a,&6Q .3 S\oc!'/[a*+cif){b*-\-af)] \x, qj = «/(«+&) 

[ x%a*+x*){V+x^] = [b'l{b^+a*)-a*l(a*+x*)]l{b*-a*) ] 

•43 a,6,C£Q O- S[/(a+6a3*+cic*) |x, ql = S[£r'/(aic*+6ic*+c) |a;, q) 
= V-Jl^HZOvKac)] I Plana TurinM. a.l820 t 

•8 SI /(l+af) \x, 01 = 2S[a^/(l+a^) \x, Ql = S[x^/{l+af) \x, Ql 
{ •2--8 EULER Cote. /n<. a.l768 t.l §353 t.4 3.4 §105 | 

e ^ 11-4 S(^x^\x,q) = Sl/^-logx)\x,e]=^ 
t EuLER PetrA. t.l6 p.lU { 
•2 oeQ .3. S(e-aa;'|a;, q) = >KVa) 
•3 m£ nnO .3. S[e"^ [oj, '"' 2:>il =0 

•4 S( (log(l+a;)l/(l+a:') la?, 6) = (n/S) log2 
t Bertrand JdM. t.8 a.l843 p.ll2 j . 

^ 12-1 a,6£ q'f N, . 2(raoda, N.) , 2;(mod6, N^ eQ .3. 
2{axb, N^ = SU(a,e'»'|r, N,) X v(6.e-»''|s, Nj |£c, 20«| /(2n) 

I Parseval a.l805 ParisSE. t.l p.639; IdM. a.l894 p.l96 j 

[ Hp .D. S\[S{ar eri'\r, No)X2-(6, e-'i'\8, No)l|îc, 2eM 

= S|2^ar b, e('-»)i'|(r;s), (NoiNo)]|x, 2©;r| 

= 2)ar 6, S[e('-»)l«|îc, 26>;,]|(rj«), (Nj'.No)! - 2{arbri^ \r, N,) ] 
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§85 sin cos tng sin * cos"^ tng"* 

f^ q e i 4|t 1- ^«q O- 

•0 cosa? = ca? = real e** . sîna? = sa? = image** Df 
sx+y = (^+y . sa 2/ = (sa?)y . sa;* = (sa?)* Df 

Qx — (e^+e-^)/2 . sa? = (e^— e-**)/(2i) Dfp 

e^ = ca? + i sa? . e'""' = ca? — i sa? 
j EuLEE a.l748 p.l04 { 

•i sO =0 . cO =1 . s —a? = —sa? . c —a? = ex 

•2 71=1 min Q^ a?3(sa? =0) Dfp 
8(ji— a?) = sa? . s(2;r+a?) = sa? 

c(jr+a7) = — ca? . c{27z+x) = co? 

ca?=s(jr/2— a?) . sa? = c(^/2— a?) Dfp 

sa? =0 .=. a?e nn : cosa? =0 .=. xe ?r/2+njf 
c(jr/2) = . s(V2) = l 
cW4) = B(7t/4) = (g2)/2 . c(jr/3) = /2 | Voir §^ 2-i { 

•3 a?fi (— ^/2)-(7r/2) r). log(ca? + isa?) = la? 
j Cotes a. 17 14 LondonT. t.29 p.32 : 

«...si quadrantis ci r cidi quilibet arcus [x], radio CE [1] descriptuB sinum 
habeat CX [sinx], sinumque complementi ad quadrant^em XE [coax]: su- 
mendo radio CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX+XCJ— 1 et CE 
[cosx -|- i sinx] mensura ducta in vj— 1. » \ 

'A ca?*4"Sa?*=l 
xeHn/2r^. ca? = vj{l— sa?*) . sa; = >J(l— ca?") 
sa? = [(-l)^E (a?/^)]>J[l-ca?*] 
ca? = [(-l)[^E(a?/7r+/2)W[l-sa?»] 

•5 — 1 ^ sa? ^ 1 — 1 ^ ca? ^1 

^cQ -3 sa?<a? . ca?>l— a?*/2 . 8a?>a?— a?*/6 

•6 Xyye Qn/2 . a?>y .3 sa? /a? < sy /y 
} C. Ptolemjbus t.l p.43: 

iéyco ydg, Su, èàv h xvxlq> ôiax&(ôaiv àviaoi ôto ti^eXai, fj jbLelCcov 
nçàç jijv iiàoaova ikdaaova iàyov êxei fJTteQ îJ èm ttjç fiel^ovoç eiûelaç 
ntQi<péQ€ia TiQbç tijv im rijç lldaaovoç, { 
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•7 weN, .3 

sa? — 2[(-l)V+y (2r+l)! \r,0'-n] e (-l)«+iÔ^2n^.3/(2n+3) 

•8 N4 ^ n3[c(27r/n) er] = cl u2 ue3 wfc4 u6 { Hessel a.l831 j 

^ 2*0 ireq . c^ -=0 .'^. tngo; = te = sx/cx Df 

•01 a?£ q-(2n+l)7r/2 Q. te = (e-i^-l)/[i(e2*^+l)] D^ 

•04 ir£q-(2n+l)jr/2 O- l+(to)' = /(ca;)» 
•05 xe 671/2 .^. sx = tx/^l+ta)*) . ca; = /vKl+te') 
•06 .9:î£q-(2n+l).T/2 Q. sa; = [(-l)|^E(rc/jr +/2)]te/>j(l+ta?") 

M te =0 .=. xswt , t —X = —te . t(jr4-^) ^ ta:^ 

tO =^ . t(7r/4) =1 
•2 xeR .3 fcP-£R t Lambert a. 1761 p.265 } 

•21 n8Ni.t(27i/9i)£r .3 n£cl^c2sji8 

[Wendt, Monh. a.l899 p.97 j 
•3 xeeji/2 .3 tx>x 

Note. 

La fonction * sinus » abrégée en « sin » se présenta d'abord dans les ap- 
plications astronomiques de la géométrie. Voir §vct P4. Ptolémée a calculé 
les cordes des arcs de 0> à 180<^. 

Albategnius (a. 880), astronome arabe, a introduit le sinus; il dit en effet: 

« Ptolémée ne se servait des cordes entières que pour la facilité des dé- 
monstrations, mais nous avons pris ces moitiés des cordes des arcs doubles 
dans toute retendue du demi-cercle. » 

Le mot arabe est gib ou dgib, qui signifie un pli; c'est la corde pliée eu 
deux. Le pli d'une robe, en latin, se dit Hinua. P. ex. selon Virgile (iEneides 
l.l) Venus se présenta à Euée: « Nuda genu, nodoque sinus collecta fluentes». 

Les traducteurs latins des A rabots on remplacé gib par sinus^ adopté de- 
puis par tous les astronomes. 

Voir Del ambre, Histoire de l'astronomie du moyen âge a.l819 p. 12. 

Jusqu'à Bernoulli le sinus était appelle •< sinus rcctus »; « sinus totus » ét-ait 
le rayon. Jusqu'à Legcndre, a.l840, lejj sinus était une longueur; seulement 
quelquefois il suppose le rayon =1. 

La définition analytique du sinus est due à Euler; voir P-2. 

cos signifie « complementi sinus». Voir P-21. 

Le symbole « tang » a une origine géométrique. 

Nous n'introduirons pas les autres fonctions trigonométriques cotang, sec, 
cosec qu'on remplace par /tng, /cos, /sin. On pourrait même supprimer 
toutes les fonctions trigonométriques, car elles ne forment qu'un double 
emploi avec l 'exponentiel le. e"'. 
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Les abréviations s, c, t ont été introduites par Gudermann dans les 
fonctions elliptiques. 

Dans l'usage commun il n'y a pas un système de conventions constantes 
pour les parenthèses. 

Selon les conventions §+ 10-9, sin^a? signifie sin(sina;), et non (sinaj)*, 
qui contrairement à Tusage de plusieurs A. et d'accord avec quelques autres, 
sera ici indiqué par 9X^. 

« 3. y£q.-l_^y^l O- 

•0 sin"*y = s *t/ = ? q « X3(sœ =y . —jt/2 ^ œ ^n/2) Df 

cos~*y = cT^y = ? q^a;3(caj =:y . O^x^n) Dt 

•1 OJfiq . sx=y .==. xs (2n;r+s"*y) ^ (^+2n7r— s~*y) 

xeci . ex =y .=. xs (2ii7r+c"*y) w (2ii7r— c""V) 
•2 s-*y = ^ilog[^l-y»)+iy] . c-V = -ilog[y+iNl(l-y")] 
•3 s-'y+c-'y = 7t/2 
•4 ysq .3- t""*y = ? q ^ X3(tx =y . — 7r/2 < a? < 7r/2) Df 

a?eq . tx =y .=. a?£ ii7r+t~*y 

rV = log[(l+yi)/(l-yi)]/(2i) i Euler a.l748 p.l05 j 
^«Q . 2/eq O- log(aî+iî/) = logvKa;"+î/') + i t"*(y/^) 

Soit y une quantité comprise entre —1 et +1; sin-i y indique la quantité 
la plus petite en valeur absolue, dont le sinus est y. De même pour cos-iy, 
qu'on prend entre les limites et ;r; et tang-iy, qu'on prend entre les li- 
mites — jr/2 et w/2. 

Ces fonctions sont inverses de sin, cos, tang; mais puisque nous n'avons 
pas introduit de symbole pour indiquer l' inversion des fonctions, il faut 
considérer les symboles sin-i..., comme des signes simples. 

La notation que nous adoptons est généralement usitée dans les traités 
anglais. On trouve aussi les notations arc sin.y, arc(sin =y). 

Euler, MiscBerol. a.l743 t.T p.l67, a adopté les notations : sinAx 
Asinx, au lieu de : sino? , sin-^o; ; où A est la lettre initiale de Arc. 

* 4. x,y,z,teq .3 

•i 8(05— y) s{z—t) + s(y— Jî) s(x—t) + s(z—x) &(y—t) =0 

j Ptolemjeùs t.l p.36 j 

s(^+y) =sxcy + cxsy c(a?+y) =cxcy — sxsy 
»— » — » »^ » -j-» 

j Abû'lwéfa a.998 ; Journal Asiatique a.l892 s.8 t.l9 p.419 j 
BX+sy = 2 s[{x+y)/2] c[(a;-y)/2] 
cx+cy= 2 c[(x+y)/2] c[{x^y)/2] 
cx^y=2s[(x+y)/2] s[(y-a;)/2] 
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•a 8(2aj) = 2 805 coî . c(2aî) = ca;*— sa?* = 1— 2saJ* =2caJ*— 1 
xeSTir). c{oc/2} = ^[(l+cxy2] . s(aj/2) = v|[(l--caî)/2J 

•3 s{co/2) = [(-1) (^ E\x/(27t) j] gr(l- ca-)/2] 
c(a7/2) = |(-l)^E[a;/(27r)+/2]|g((l+ca?)/2] 

•4 xs 971/2 Q. 2c{a;/2) = vKl+8a3)4-vKl-saî) 
• > 2s(a;/2)= , — , 

28{a;/2) = i(-l)^E[a;/(2^)4■/41{^H-sa:)-t(-l)^E[a?y(2;r)^-3/4)j J(l-8a5) 
2c(aî/2)= » + » 

•» msNo O. 2c[V(2x2"')J = [^2-\-x)\x\'^ 
2c[7r/(3x2"*)] = . 1 

2c[a;/2'*] = [^2+z)\2T2ca: 
! ViETA a.l593 Opéra p,400 : 
« Sit circuli diametcr 2. Latus quadrati ei circumscripti ait iJ2. Âpotome 
lateris octogoni ^2+^ . Apotouie lateris hexdecagoni 1^2+^2 -1->J2 • Apoto- 
me lateris polygoni triginta duorum laterum f 2+y 2-|->'2-Hj2 ... Et eo con- 
continuo progresau >. ! 

•6 xe q- (2n4-lW4 Q- *(2dJ) = 2ta; / (1— tac*) 

•7 x,yeq.x,y,x+y,x—y'e{2n+l)n/2 Q. 

t{x+7j) = {ta;+ty)/(l-txty) 
x,yeq.x+y'e (2îi-\-l)7i . x—y^e nn .3- 

{sx+syy{sx-sy)= t[{x+y)/2] / i{{x-y)/2] 
a5,î/eq- (2n+l).-i/2 Q. tx+ty = s{x+y)i{excy) 

s(2x) = 2tx/{l-\-tâc') . c{2x) = {l-tx*)/(l+taf) 

•8 xsOn r^. t{x/2) = sx/{i+(ix) = (1— ca:)/saj 

= (-l+vKl+ta;'))/trr =^(l-ca;)/(l+cajrj 

^ 5-1 x,ysci . mod(xy) <1 Q. t-l(x+y)Al-xy)] = fa; +t-*y 
•2 oeN, . x,yéNt . afj/ = a'+l . 6= a+a? , c= a+y O- 

t-*/a = r'/ô + r'/c 
•3 ;^ = 4r'l . ;7ï = 4(ry2+ry3) jEULERa.1748p.107} 

;i=8ry3+4ry7 } gauss t.2 p.5oi } 

{ (/8 , /7) 1 {x,y) P-1 .D- tng-1/2 = tng-i/3 + tng-i/7 (1) 

(1) . P-3 .D. Ths ) 

;i=8t-y2 -4t-y7 } Bertrand a.l8ô6 p.301 | 
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71 = 16 ry5-4 1-*/239 t Machin a.l705 } 

[ (/6, /5) I (x,y)P-l O. tng-i 5/12 = 2tng-i/5 (1) 

[(5/12 , 5/12)] I (x,y)P'l . (1) O- tng-U20/119 = 4tng-i/5 (2) 

(120/119 , —1) I (cc,y)P-l O. tng-i/239 = tng-il20/119 — tng-i 1 (3) 
(2) . (3) . P-3 O. Th« ] 

= «(1,1,2,3) w t(2, -1,2,7) yj 6(2,1,3,7) o 6(4, -1,5,239) 
{ Stôrmer BsF. a.l899 t.27 p.l70 j 
7r = 4(ry2+t-y5+t-y8) t Dahse a.l844 p.l98 | 

7r = 20ry7+8r*3/79 j Vega a.l794 p.633 \ 

^ 6. i»,y£q . m^N^ Q. 
•1 c(rwa?) = real(cj? + i s^rf * 

= 2Î(-l)T(m,2r)(ca?)'^-2^(sa?)2'' |r, 0-E(m/2)j 

%(mx) = imag(ca? + i &r)*" 

= :Lt(-l)'*C(m, 2r+l)(c^)'"-2r-i(sir)a^+i |r,0-E[(m-l)/2i 

j VlETA a.l615 p.ll : « Si fuerint duo triangula quorum angulus 
acutus primi [x] , sit submultiplus àd angulum acutum secundi [mx] ... ' 

Ad similitudinnm laterum circa rectum ... efficitur a base [cosar] et perpen- 
diculo [sinx] primi ut binomia radice potestas œque-alta [(cosor-î-Bina?)*»], et 
singularia facta homogenea distribuuntur in duas partes successive, utrobique 
primum affirmata, deinde negata, et harum prim» parti similis fit basis se- 
cundi [cosmac], perpendiculum [sinwia;] reliquae.» | 

•2 s(2ma?) = Cir v;|(— l)'"22'-+i C(m+r,2r+l)(saf ''+1 |r, 0-m— 1| 

s[(2m+l)rr]==(2m+l)2t[(-l)'227(2r+l)]C(m+r,2r)(sa;)2^+i|r,^^^ 

^(nix) ='80? 2;î(— l)''C(m— r— 1, r){2Q.xf'-'^'^ \r, 0-E[(m— 1)/2] j 
c(2/na7)===l-2mvt([-l)'*22V(r+l)JC(m+r,2r+l)(sa?)3^+2|^^^^ 

c[(2m+l)jc] = Qx v:î(-l)"22''C(m+r, 2r)(saJ)2'"|r,0-mj 
2c(/?wc) = (2ca*)**-m2![(-l)7(r+l)]C(»?— 7--2,r)(2ca;)'^2r-2 |^^ 

0-E[(m-/2)[ 

•3 î/-£2n;r .3- 

2[8(a?+2rî/)|r, 0-m] = s(ir+mî/) s[(m+l)y] / sy 
2[c(a?+2rî/)|r, 0-m] = c(a5+m2/) s[(w+1)î/] / sy 

•4 ojfiq-n^ .][3. 
22[s(ra?)' |r, 1—m] = m — c[(w+l)^] s(ma?) / sa? 
22[c(ra?)* |r, 1— m] = m— 1+ c(/?u;) s[(w+l)a;] / aa; 
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•5 me 2Nj . ajeq 3 
(caj)" = 2 \C{m,r)cl{m-2r}x] \r, 0-(m-2)/2\ 12"-' + C(ot, w/2)/2'" 
(sa?)" = (-1)" 2 \{-lYQ{m,r) c[{m-2r)x] \r, 0- (m-2)/2 j /2"-' 
+ C(OT,m/2)/2"' 

•6 »ne(2No+l).a;eq .3 
(ca?)" = 2 |C(w,r)c(m-2r)aj|r,0-(m— 1)/2 j /2*"-« 
(saj)" = (_l)(m-l)/2 2 |(-1)'-C(m,r) s[(m-2r)a;]|r,0v(m-l)/2j/2"-' 

•7 me Nj . 056 q- (2n4-l)jr/2 Q. t(mic) = 

2!(-l)'"C(m,2A'+l)ta;"-^-'|r,0-E(m/2)j/2!{-l.)''C(m,2r)fcr"-|r,0-E(m/2)} 

} JoH. Bernoulli AErud. a,1712 ; Opéra t.-l p.ll3 { 
^ 7. a;eq .3 
•\ saj = aj-iB'/3!+a;'/5!-... = 2|[(-l)"a;2«+y(2n+l)!] |n,No} 
ca?= l-a;»/2!+a7'/4! - ... = i\[(-\rx'^/(2n)\] \n, No| 
I Newton a.l676 j 

•2 ye0 .3. s-'y = y + 1/(2x3) y» + (Ix3)/(2x4x5) y* + 

(1X3X5)/(2X4X6X7) y' + ... j Newton a.l676 j 

•3 -i^y^i 3 t-'y=y-y'/3+y'/5-... 
! Leibniz a.1673-74, MathS. t.5 p.401 } 
} J. GrREGORius Commercium epistolicum a.l671 (?) | 
•* moda; •< 1 . meq 3- 
s(ms-*aj)= ma;+2|mi7[[(2r+l)»— m*J |r,0-n]a;2»4^/(2n+3)!|n,NJ 
•5 Hp-4 .3. c{ms-'x) = 

l+2l(-l)"*' i7|(m'-4r») \r, 0-"n]x^'>+yOsn+2)\ \n, N„} 
^ 8. aceq .3 
•1 scc = xll[{l—a^n-^}i-*)\n,ti,] } Euler a.l748 p.l20} 

ex = n\[l-4i)c'n-*jt-^ \n, 2No+l j j Euler a.l748 p.l20 j 
•î -51 < a? < :^ .3 a;/2 = sa? - 8(2a7)/2 + s(3a;)/3- ... 

î Euler PetrNC. a.l760 t.5 p.204 } 
•21 xe 2dji .3 8aj+s(2a;) /2 + s(3a;) /3 +... = {n—x)/2 

[ i7t-x)\x P-2 o. p ] 
•22 a?eq 3 sa;+s(2a;)/2+s(3a;)/3+... = (?r-a;)/2+«E[a?/(2."i)] 
•23 xeOjt .3. sx+s{3x)/3+s{bx)/b+... — n/i 
j FouRiER a.l822 p.l64 j 

•3 xe(-n)-n .3 log[(sa;)/ic] = -a^;r-'2N.-'-a;*7ï-*2N-y4-... 
= -l\[(a;/nf^ 2N,-2»/«] |n, N.j { Eulee a.l748 p.l52 j 
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•* — 7r/2 < a? < n/2 Q. log caî = 

-2{[(a'A)^ (22«-l) 2N,-V«] h. N,| j EULEB a.l748 p.l52 | 

/ta? = /se — 22[ jï-2na;2w-l}i;N -2n \n, N^ ] 
•7 a?e q-n Q. V t(7ra5) = /a; + 2a;2[/(a;*— n') |n, Nj ] 

= lira [ l/{x—r) \r, —n -n] \n j Eulee a.l748 p.l59 j 

•8 ?ï = 4i|t-V(2«»)|n,NJ 

« 9. 

•1 oe (Qf No)decr . lima =0 . œs q-2njt .3 lla/i(rx)\r, NJ eq 
•2 . xeq 3, 2[aXraj)|r, N^] eq 

•3 xe q- rm 3 log[2c(.V2)] = ca; - c(2a;) /2 + c(3aj) /3 - ... 

•4 req . modr <|1 .3- 

log ^(1+ 2rcx + r^ = rcx — ?'*c(2a;)/2 + ?''c(3a;)/3 — ... 

( 'Z-A Abel t.l p.247 } 
•41 Hp-4 .3. -log^l-2rcx-\-i^ = rcx+r'c(2x)/2+... 

•8 a-eq-n;i .3 log[2s(aj/2)] = 

-ex- c(2a;) /2 - c(3a;) /3 - ... { Abel t.l p.247 } 

•6 rfiq . modr<l . xsq -3 t~'[raa;/(l+rca;)] = 

)-sx — r^2a;)/2 + t's(3x)/'S — ... 
[ Hp . §51 P4-2 .3. t-ifrsx /(1+r ciT) ] = imag \ogil+re^) = 
imag(»'el« — r'e2la /2 +...) = r sas — r' s(2x) /2 +... ] 

t~*[r sa;/ (1— r ex)] = ^[r''s(7ix)/n \n, NJ 
(/2)t-'[(2r8a;)/(l-r^] = l\r"'^'s[{2n+l)x]/{2n+l)\n,-S,\ 
-(/2)t-«[(2rca;)/(l+r')J=li(-r)"'"'c[(2n+l)a;]/ . » | 
{ LoBATTO, Recherches sur la sommation de quelques séries 
trigonométriques, Delft a.l827 j 

% lOM 2),îeq . ?'<?>' .3 

q^£C3(-B»_3pa?+2ç=0) = 2v|2) cj[c-'(çp-3/2)+ (0-2):t]/3| 

j ViETA Opéra a.l615 p.l59 { 

D % 11. 

•1 ojcq r). D(s, q, a?) = cas . D(c, q, a;) = —sa; 
•2 xe q-nji/2 .3 
D{tiig, q-ii7r/2, X) = /(cosa;)' = l+(tnga;)* 
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•3 xe (-l)-l O- ©(sin"*, -1"1, ^) = />K1-^ 

'5 nfiN^ . a?fiq .3 D'Alain) <1, i») = sin(a;+nji/2) 

D**(co8, q, a?) == cos(a?+w;^/2) 

•6 Hp-5 . a,6£q . 3- 

D» [sin(aa?+&) Ire, q, a;] = a~ sin(aa;+64-njT/2) 

S ^ 12M m,n8n . m* .<= n* Q. 

S[8in(ma?)sin(/ia;) |a?, ©tt] = S[{cosma; cosrwc) |a;, ©jt] =0 

•il mcN^ .3 S[(cos7wa?)'la;, e^i] = S[(8in/wa?)V; ^1 = ^/2 

[§^11 .3 P] 
•2 m,n€Qo .3. S[a?"'(l— a?r |a?, ©1 = 

, 2S[(siiLr)2»»+i(cos5c)2«-^i [a?, 0;r/2J 

•3 S[(sina;)' \x, en/2\ = V^ 

•4 neN, .3. S[(sina?r k, ©V^J = ^i [l-/(2r)J k, 1-njx V2 

•5 a,6eQ 3. S|/((asiiu;)'+(&coaa?)«J \x, en/2\ = V(2aft) 

•6 aeQ . 6£q . a'>6» 3. S[/(a+6 coso;) [a?, ©^J = n/^a^-^lf) 

•61 ^e 07r/2 3 «^t /(!+ cosxr coso? )|a?, Qn ] = jc/sias: 

•7 aeQ . 6,c£q . a*>6'+(7' 3- 

S[/(a+6cosa?+csina;) |a?, ©2jrJ = 2n/>\(a^'-^lf—(^ 
•8 5^6 071 3- S[/(l— 2a;cos^+a;^ \x, Q] = 7i/(4siiL3') 
} EuLER Cale, int t.4 s.5 p.46 } 

'9 m,nfiNi . YTKCn 3- S[a?'*"*/(l+a;**)|a?, Q] = 7i/[imin(mjt/n)\ 
•91 Ofiô 3 Slaj^-^/Cl+o:) \x, QJ = V(sin ajr) 

^ 13^i S|(sin a;)/a7 |a;, Qj = S((sina; /xf \Xy Qj = n/2 
•2 S!cosa;/>Ja; \x, Qj = Stsinoî/^î? |a;, Qj = 2S[siii(a;^ \x, Q] 
= 2S[cos(ir") \x, Q] = ^n/2) \ Fresnel a.l818 t.l p.l78 j 

Fresnel a ansâi calculé une table de la même intégrale entre des limitci 
variables. 

•3 SjaJsîna;/[l+(cosa;)*] \x, en\ = 7i»/4 

•4 asQ . ôeq 3. S{e"^''cos bx\x,Q) = a/(a^-^W) 
. S(e-*"sin 6a? |ir, Q) = &/(a«+6^ 

•5 S(log sin, e7r/2) = — (^ log2)/2 
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^ 14-i a,6£Q . E(a,b) = vS|v| l(aco&r)'+(6siiu:)*] \x, 2^ej 3 
E(afi) = 2na\l^l[n\ll^/(2r)]y, l'"n\ (l-6yar/(2n-l) |n,NJt 
= ^(a+b) l\ [C(/2, n)]» [(a-6)/(a+&)]'" |n, No j 
= 7i(a+b)\ l+[(a«6)/(a+6)iy4+[{a-6)/(a+&)iy64-... j 

•2 Hp-1 . a-c=& .3 F^afi) > 7r(a+&) . 
JS'(a,B) < 7t{a+b)+7i{^-^)/2 
j Kjîplerus a. 1609 t3 p.401 : 
« Tota elliptica circumferentia est proxime médium arithmeticum inter 
circulum diametrî longioris et circulum diametri brevioris ». | 

Sur les formules d'approximation pour la rectification de l'ellipse voir 
CR. a.l889 p.360. 

'3 afijCydsQ, . 2c = a+b . d" = oô 3- 

S\/^[(acœY+{bQoo)^] \x, en/2\ = S\/,\[(€cxY+(dsxf\ \x, en/2\ 

jr/S|/|^[(oca;)'+(6sac)T |x, e;i/2| est dit, par Gauss t.3 p.360, la « Arithme- 
tisch-geometrisches Mittel > entre a et &. Cette moyenne ne varie pas si Ton 
remplace a et & par leurs moyennes arithmétique et géométrique. 

% 15. afiq3. 
M sgna = 2/n S|(sin aa;)/a? |a?, Qj 

'2 moda = 2/n S|(sin aaSf/of |a?, Qj 

'3 a,6fiq 3 2S[(sinaa?siii6ir)/a:'|a?, Q] = 7rmîn{eaue6) 

^ 16. afiôV2 3. 

'1 S|(tnga?)" |aî, 0a| = tnga —a -2 S|tng, Qa\ = — logcosa 

•3 Sj/cos, 6a\ = log|tnga +(cosa)~*j 
I •i--3 Cotes a.l722 p.78-81 { 

Continuation : §vct P31-35. 
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§86 B = (nombres de Bernoulli) 

^ 1-0 neN, O. B^ = 2*-2n (2n)! tc^^ v(N -2n) pf 
•i B, =/6 . B, = /30 . B, = /42 . B, = /30 . 

B6 = 5/66 . Be = 691/2730 . B? = 7/6 . Bs = 3617/510 . 

B9 = 43867 / 798 . Bio = 1 74611 / 330 . Bu z= 8 54513 / 138 . 

Bi2 =r 2363 64091 / 2730 . Bis = 85 53103 / 6 . 

Bu = 2 37494 61029 / 870 . B15 = 861 58412 76005 / 14322 . 

Bi6 = 770 93210 41217 / 510 . B17 = 257 76878 58367 / 6 . 

B18 = 26315 27155 30534 77373 / 19 19190 

Bi9 = 2 92999 39138 41559 / 6 

B20 = 2 61082 71849 64491 22051 / 13530 

B21 = 15 20097 64391 80708 02691 / 1806 

B22 = 278 33269 57930 10242 35023 / 690 

B23 = 5964 51111 59391 21632 77961 / 282 

B24 = 560 94033 68997 81768 62491 27547 / 46410 

B25 = 49 50572 05241 07964 82124 77525 / 66 

B2t> = 801:6 57181 35489 95734 79249 91853 / 1590 

B27 = 29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 / 798 

B28 = 2470 39292 93132 26753 6854157396 63229/870 

B29 = 84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 / 354 

Bso = 121 52331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 / 567 86730 

•il nfiNi O- Bn£R 

Note, Bn est le n^^ des nombres qui « ab inventore Jacobo Bernonlli 
Tocari soient Bernoulliani» (Euler Cale. diff. t.2 §122). 

Euler les a indiqués par B4, B3, B5 ... ; Ohm a proposé la notation 
B^, B|, B,, ... que nous adoptons. 

Bernoulli a.l713 a calculé B5 ; Euler B15; Rothc (communiqués par 
Ohm dans JfM. a.l840 t.20 p.ll) Bsi ; Adams (JfM. a.l878 t.85 p.269) B62. 

Une bibliographie de ces nombres est publiée dans AJ. t. 5 a. 1882 p. 228. 

La Df-0 se rencontre dans Serre t. Elle est simple, mais ne donne pas 
Torigine logique et historique des nombres B, qui résulte de la P-2. 

1[ (-1)'"* C{m, 2r-l) B, n''»-2r+y(2;-) |r, 1- E(m/2) ] 
j Jac. Bernoulli a.l713 p.97: 

et ita deinceps, exponentem potestatis ipsius ii continue minuendo binario, 
quousque perveniatur ad n vel n'. Literae capitales A, B, C, D, etc., or- 
dine dénotant coëfficientes ultimorum terminorum pro jun, jn^ , jn^ , jn^ etc. 
nempe A » 1/6, B » — 1/30, C » 1/42, D » — 1/30 ». ) 
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•21 neN, .3 2(22»-l)B« cN, 

1 Genocchi Ann. di Tortol, a. 1852 t,3 p.399 } 
•22 «eNj O. /Î[(-1)"B„] = V /Np^ 53[2ne(3'-l)xN,] 

j Staxjdt JfM. a.l840 t.21 ; Clausen, Astron. Nachr. t.l7 } 
•23 ne Np -(N^+S) .3 nt B» e nxN, 
î ADAM8 a.l878 JfM. t.85 p,269 j 
lim '3 limB =00 

log C i ofiNj.neN^+l Q. 2/il-a) e loga + C + /(2a) + 
2[(-l)'B,/{2m«'-)|r, l-(n-l)] + e{-irBJ{2nar) 
\ EuLER PetrNC. a.l769 tl4 i p.l53 } 

•5 neN, .3 2(Nr^») = 22»-! «2« B„/ (2n)! . 
2:S(2N,+1) •2« = _v[(_i)7^.2» \r, NJ = (22»-l) ^2«B^/ (2n)! 

•6 Um (n*ByB,^J|n = «» 
•7 limB„(?re/«)fX2n+/2) \n = 4;r^je 
•8 neN, 3. SEac»"-! /(e^»* -1) [a?, Q] = B„ /(en) 
I EULER PetrNC. a.l769 t.l4 i p.l51 j 

^ 2*1 ireq^O . mocLr'<2jt .3. 

ce/{e'-l) = 1- a?/2 + l[{-l)^^B^x^/(2r)l lr,NJ, 

•2 osNj . ne N,+l .3* log a! e (log 2îr)/2 -ra +(a+ /2)log a + 
2l(-l)'B,^y[(2r+l)(2r4.2)] a-^^+i |^, o-(n-l)| + 
e(-l)-B,^j/((2n+l){2n+2)] «-2"+! |Stieling a.l730} 

•3 œs q^O . mocUcO .3- 

/sina? = /x +2[2(22»+i-l)B„+ia;2»+Y(2n+2)! |n,N,] 
•4 a;e q . moda; •< ?r .3- 

tnga? = 2|22» (22'»-l)B„ a?*— V(2n)! |«, N^l 
•5 Hp-3 .3. /tngflc = /a; — 2[2^B„ x^-y (2n)! |n, N,] 
•6 Hp-3 .3. log(sina; /a;) = -2i22«-iB„a^/[«(2n)l] |n, N,| 
•7 a;eq . moda; •< 71/2 .3- 

log cos X = — 2t(22»— l)22«-i Bn /[n(2n)!]a^ |n, N,| 
•8 a;e q-^O . moda; ■< 7i/2 .3' 

logîtnga; /x) = 2(2^^ — 1)22»B„ /[n(2n)\]oê^ n, N,j 
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CINQUIÈME PARTIE — VECTEURS 



§91 pnt (= point) vct (= vecteur) 

Note, Dans plusieurs travaux on a analysé les idées de la Géométrie pax 
r instrument de la Logique Mathématique. 

t>ans « Principii Geometria, logicamente esposti, a. 1889 » et dans RdM. 
a.l894, p.51-90 nous avons suivi la Géométrie classique. 

M. Pie ri RdM. a.l897 p.9, TorinoM. a.l897, a.l899, a analysé directe- 
ment les principes de la Géométrie de position, et ensuite de la Géométrie 
élémentaire. 

L'analyse suivante de la théorie des vecteurs est extraite de TorinoA. 
a. 1898. Les idées et les propositions de Géométrie se rencontreront ici dans 
un ordre différer t de Tordinaire; mais on arrive tout de suite au calcul 
géométrique, d(\jA adopté dans plusieurs traités de Mathématiques pures et 
appliquées. Dans la « Practical Mathematics, summary of six lectures 
delivered to worlcing men by Prof. J. Perry, London 1899 », l'A. adopte 
la théorie des vecteurs pour expliquer rapidement la géométrie à des 
ouvriers, qui n'avaient pas d'instruction précédente. 

^ 1-0 pnt= «point; idée primitive» 

M pnteCls -2 a pnt Pp 

- ^ 2. afi,c4,e,fe^nt O- 
•0 a— 6 = c—d .=. « relation primitive » . 

Note, On peut lire cette relation comme en Algèbre. 

Euclide la désigne par les mots «les lignes ab et cd sont égales, pa- 
rallèles et de même sens* (voir P-4). 

G. Wessel, a. 1797 y reconnut les propriétés de l'égalité, et l'indiqua 
par a&=rcd; p.4: 

c... on parvient à exprimer la direction des segments de droite situés 
dans un même plan d'une manière aussi analytique que leur longueur, 
sans que la mémoire soit embarrassée de nouveaux symboles ou de nou- 
velles règles. » 

H. Grassmann, a.l844 y reconnut les propriétés de T équidifférence, 
et l'indiqua par la notation adoptée ici; plus clairement a.l8i5 (Werke 
t.l p.303): 

«... ich sage also, dass B — A dann und nur dann gleich B^ — A^ sei, wenn 
die geraden Linien von A nach B und von A^ nach B^ gleiche Lftnge und, 
Bichtung haben.» 
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On rencontre la même remarque dans W. H am il ton, a. 1845, Cambridge 
Journ. t.l, p.47: 

«... the symboîic équation, D— C = B — A, may dénote that the point 
D la ordinarily related (in space) to the point C as B is to A', and may 
in that viow be expressed by writing the ordinal analogy^ D..C::B..A: 
which admits of inversion and altemation, » 

Cette notation est aussi une conséquence immédiate des formules de M d- 
bîus a. 1827; plus clairement a.l844 p.608; mais ces A. n'ont pas fait un 
usage constant de cette notation. 

Comme Euclide définit Tégalité des segments par le mouvement en gé- 
néral, on peut expliquer l'égalité des vecteurs a— 6 := c—rf par «on peut 
amener les points a et & à coïncider avec c et d par un mouvement de 
translation > . 

Nous considérons cette relation comme une idée primitive, que nous dé- 
terminerons par des Pp, d'où découlent toutes les propriétés géométriques. 

On peut remarquer dans la notation que nous suivons une éc4)nomie 
non seulement sur le langage ordinaire, mais aussi sur les anciennes no- 
tations de Wessel, Bellavitis,... Ils écrivent en effet: 

(1) AB = — BA, AB + BC = AC , de AB = CD on déduit AC =BD 
au lieu de: 

(2) A— B = — (B-A), (A— B)+(B— C) = A— C, de A— B = C— D 
on déduit A — C = B — D. 

Dans les notations (1) on doit apprendre un nouveau calcul, assujetti, à 
des règles spéciales ; dans les notations (2) on retrouve dans la forme les 
règles bien connues par l'Algèbre. 

• 3 a— 6 = c—d . c—d = e—f .3- ^— & = ^— /" 

Les Pp -l^-S ont la forme d'identités de Logique, §1 PIO, mais elles 
expriment des faits géométriques. Pour reconnaître leur indépendance, 
donnons k la relation fondamentale a—b = c — d successivement les inter- 
prétations 

«les points afiyC^d coïncident» 

« la distance ab ^ la distance cd » 

«les quatre points sont dans un même plan»; 
alors seront respectivement vérifiées les P -2 et -3, et non la -1, les '1 
et -3, et non la 2, les -1 et 2 et non la -3. 

'A a—b^^c—d .'^. a'-'C = b^d Pp jAltern| 

Ex : -41 -42 326 28 
t EucLiDES, I, P33: 
Al xàç ïaaç te xai jiagakkrjXovç im rà nùrà juéçr] êm^evyvvovaai 
eir&EÏai xal aurai ïoai re xal 7iaQdX}.riXol elaiv. j 

r. 1001 lÈ 



Pp 


Ex: -42 


Pp 


Ex: -41 


Pp 


Ex : 311 -21 
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La P'4 permet de permuter les termes moyens dans l'équidifférence gé- 
ométrique. Cette Pp est indépendante des précédentes, car si par a— & = 
c — d on entend « distance ab = distance a/ », les P-1'2'3 seront vérifiées 
mais non la '4. Nous rappelons « alterner ». 

•4i a— & = c—d .=. a— C = b—d .=. &— a = rf— c .=. b—d = a—c 
.=. c^a = d — b ,= c — d = a — b .=. d — & = c — a 
.=. d--C=ib--a [ P-2 . Altem O- P ] 

P-41. Qn déduit que Téquidifférence entre 4 points peut se mettre sous 
8 formes différentes, comme les équidiflférences numériques. 

•42 a— a = 6— 6 Ex: 311 [ PI. Altern -D. P ] 

•5 a— C = &— C O- ^^=* Ex: 313 -21 Pp 

P'5. Si à la relation fondamentale on attribue la signification 4 la relation 
a'— 6':=c' — d' subsiste entre les projections de afi^c^d sur un plan fixe», 
cette Pp6 ne sera pas vérifiée, bien que toutes les précédentes le soient. 

•6 apnt^j:3(a?— a = &— c) Ex: 3-21 Pp 

P'6. Si nous appelons «pnt» les points d'une figure finie, p. ex. inté- 
rieurs à une sphère, toutes les P précédentes seront vérifiées, mais non la 
nouvelle Pp. 

^ 3*0 vct = a?3[a (afi)3( a fie pnt . a?= 6— a)] Df 

•01 vct = pnt — pnt 

Le mot « vector » a été introduit par Hamilton a. 1845 p. 56. H vient de 
« vehere » car il représente une translation. 

•i Q=zix3(ae^nt r^^.x=ia^a) Df 

•11 06 vct -12 06 pnt .3- a— a=0 Ex: 13 

[ hB pnt . P2-42 .D: ob pnt .Da . b—b = a— a (1) 

bB pnt . (1) .3- a -t;^(a€pnt .3» . x=, a — a) (2) 

(2) Elimô . Pl'2 .3. (3) 

OB pnt .3- a?= ^— û • y= û— a . P2-3 .3. xz:zy (4) 
(3).(4).§;P-1 .3. P-1M2] 

•13 a,&£pnt r^: a=b.=,a—b=0 

[ Hp . a=b . P12 .3. a—b =0 . P12 .3. a-b = &— 6 (1) 

P2-5 .3. a = 6 (2) 

(1).(2).3. P] 

La P'I définit le vecteur nul, qui est la valeur constante de Texpression 
a—a, quelque soit le point a. 

La Dem. des P1112 prouve que cette expression a une et une seule valeur. 
On ne peut pas prendre comme Df la P12, car elle n'est pas homogène. 
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a,b£ pnt . UyVyWe vct .^: 
•2 a+u = 1 pnt ^ X3(x-^a =u) Df 

•2i a+wepnt -22 (a+t^)— a = w Ex: •33-34 

[ P2-6 O. apntna??(a?— a = w) (1) 

x,y£ pnt . a?— a =w . y— a zzu . P2'3 O- «?— « = y — ^ • P2'5 O- «?=y (2) 
(1) .(2).§;P-1 O. P-21-22 ] 

•23 a+(b—a)=b -24 &— a =w .=. &= a+w Ex: -27 

•25 a+w+2? = (a+w)+2? Df 

•26 (a+M)— (6+w) = a— & [ (a+w, a, 6+m, 6) [(a,6,c,rf)P2-4 O. P ] 
'27 a+w+^ = ^+^'+w 

[ (a+t7,a)l(a,6)P-26 O- (a+r;+M)-(a+tt) =zt; . P-24 .3 P ] 

•28 {a+u+v)^a =z (b+u+v)—b 
[ P'26 .3 (a+u+v)''(b+u+v)^ (a+w) - (ô+m) = o— 6 . P2-4 O- P 

•3 w+r = ? ^3[ ae pnt .|3«- ^2?= (ût+w+^)— a ] Df 

•31 u+verct '32 w+2? = (a+w+t?)— a [ p-28 .3. P 1 

•33 a+u+v = a+(u+v) [ p-32 . P-22 o. P ] 

•34 w+î? = v+u . [ p-27 . p-22 o. p ] |Comm+j 

•35 u+{v+w) = (u+v)+w \ Assoc+ j 

[ P-33 O. a+( (u+v)+w ) = ( a+{u+v) )+w = ( (a+u)+v )+w = 
{a+u)+(:v+w) =: a+(u+(v+w)) ,F'22 O. P ] 

•4 — ^* = ?vct<^a;3(w+a?=0) Df 

•41 — wevct '42 — (— w)=w -43 — (a— 6)=:&— a 
•44 i^— 2? = w+(— t?) Df '45 U'-u=0 

2*4. vct!No)§2Pl 

n X * 5. w,^;£ vct . TneNj . a,6fin ."^i 

•0 Ou=0 . mw=:(m— l)w+w . (— m)w = — (mw) Df 
•01 ww = }i; ?(m F l'-m) Dfp 

'1 au £ vct -11 t^ = aw Df 

•2 (a+6)w = au+bu j Distrîb(x,+) | 

[ m,nf Ni . P-03 . P4-31 O. (w+nlw = l'^m F 1 --(w+n)]r= 

zr 2'7[m F 1— m]+2';[m F (m+l)-(w+n)] = wiw+nw (1) 
(1) . P-0 . P-02 O. P ] 

•3 a(u+v) = au+av j Distrib(x,+) } 

[ wwNi.P-03 O. 'W(w+v) = 2'7[((w+t;)F(l---m)] 

.P4-41 O. =2'7(mFl-m)+2';(n?Fl-7w) 

. P-03 O. = mu+rnv (1) 

(1) . PO . P02 .3 P ] 
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•i /tevctFl-m .3. l{af)=zaif 

'5 {ba)u = b{au) { Assoc x } 

[wfi Ni . [>(wFl"m) \f]P'4: .3 m(aM) = a(mtt) (1) 

(1) . P002 O. P ] 

•6 mw=0 .3» t^=0 Pp 

JïToto. On satisfera à toutes les Pp précédentes, mais non à la nouvelle '6 
si, en considérant les points d*une circonférence, l'on dit que a— 6 = c— d si 
Ton peut amener les points a et & à coïncider avec c et d par une rotation 
autour du centre. Le représentera alors l'identité, et une rotation répétée 
peut produire l'identité. Un autre exemple est fourni par les vecteurs sphé- 
riques, considérés par Môbius. 

•7 mu=:mv .3» ^^=^ 

[ Hp .3. mu—mv =0 . P-3 .3. m{w— v) =0 . P-6 .3. Ths ] 

n / r ^ 6. u,vE vct . m^nëS^ . afisr .3- 
•0 u/m = 1 vct ^ V3(mv =u) Df 

• i a vct r> v3(mv = u) Pp 

Note. On vérifie toutes les Pp précédentes, mais non la -1, si Ton remplace 
« pnt » par « n » 

•2 u/m s vct . m{u/m) = u 

•3 p,qsn.p/m = q/n .3- {up)/m =z (uq)/n 

[ Hp .3- ^^ = q'^ O- w(pw) = u{qm) . P5-5 .3- (wp)n = (ttg)m . P'2 3- 
{uplm)mn =z {uqln)mn . P5*7 .3» Ths ] 

•5 au s vct . (a+b)u = aw+6w . a{u+v) = aw+^t^ • 

(a6)w = a{bu) = abu 
•6 au =0 .=. 0=0 .w. tt=0 

r 2 * 7. 

m,neNi . ae pnt F 1— m . a?£ rFl-m . be pnt Fl—n . ye rFl—w .3- 
•0 2(ir^a^|r,l— m)=0 .=: C£ pnt .3c- 2[i»,.(a^— <?) k, l'"m] =0 Df 

i lipca) = l(yb) .=. l{xa)+l('-yb) =0 Df 

•2 pa pnt .3. 2(xa) = (lûo)p+i[cc^{a^—p) [r, l-m] 

•3 20? =0 .3- 2(i3ca) £ vct 

•4 IX -c=0 . 3 • {looa)/{2x) s pnt 

^ofe. Soient a,b^c,.. des points. Nous avons donné une signification aux 
formules a-b (P2-0), a+ih-c) (P3-2), (a-^>)+(ô-c) (P3'3). 
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Nous voulons maintenant introduire des expressions de la forme 
acia,H-ac,ag+... acnOn , ou Z{xrar |r, l'-'n), 
où les ce sont des nombres (rationnels) et les a des p-luts. Nous définissons 
d'abord l'égalité XiCt^-^-,,, =0, (PO), et ensuite l'égalité de deui sommes 
de points. Si la somme -des coefficients numériques est nulle, alors la somme 
des points est réductible à un vecteur (P*3). Si cette somme n'est pas nulle 
alors la somme des points divisée par la somme des coefficients numé- 
riques est un point. Ce point s'appelle le « bary centre » des points donnés 
avec des masses (positives ou négatives) mesurées par leurs coefficients. 

Le bary centre se présenta d'abord dans la mécanique ; Archimedes 
l'appelle xévxQov xov fidgeoç, Carnot a^.l801 l'a défini par des seules idées 
géométriques, en l'appellant < centre des moyennes distances » (p. 154). 
L'expression ZxafZx pour indiquer le barycentre se rencontre dans Mdbius, 
a.l827 t.l p.37. 

+ X q 4( 8. UjV.we vct . meN^ . psn . ccer .3- 
•0 uxv = « produit (intérieur ou scalaire) des vecteurs u 

et Vy déterminé par les Pp 'l'î-a 9-i ». 
•1 uxv £q Pp 

•2 uxv = vxu Pp jCommxl 

•3 {u+v)Xvo=iUXw+vXv) Pp jDi8trib(X,+)! 

Pour définir les propriétés métriques des figures, comme longueurs, 
angles,... et aussi le produit d'un nombre irrationnel par tm vecteur, nous 
introduisons, comme une nouvelle idée primitive le produit mXv. 

On peut relier la fonction uXv aux idées communes par la P31'3. 
Le produit d'un vecteur par lui-même est le carré de sa longueur. Le pro- 
duit de deux vecteurs orthogonaux est 0. uXv est le travail mécanique d'une 
force représentée par le vecteur Uy lorsque le point d'application reçoit un 
déplacement représenté par v. 

Ce produit se rencontre dans Euclide sous la forme d'une longue péri- 
phrase (Voir P-61). 

H. Grassmann a.l846 t.l p.345, après y avoir reconnu les propriétés 
commutative (P*2) et distributive ■(P'3), l'appelle «innere Product», et le 
désigne par la notation que nous suivons, adopté aussi par Resal, Somoff,... 
Grassmann a. 1862 a indiqué la même fonction par u\v^ en la décomposant 
dans le produit de u par un nouvel objet |v. 

Cette fonction se rencontre aussi indirectement dans les quaternions de 
Hamilton, où est indiquée par —S uv. .En conséquence, selon Hamilton, on 
a m'=— (modtt)", contrairement à la Pp 9-1. 

Grassmann a aussi considéré le produit extérieur de deux vct, qui coïn- 
cide & peu près avec le vecteur du produit des deux vct, selon Hamilton. 
Ce produit a la propriété distributive, mais non la commutative. 
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•31 OXW=0 [ (0,0,t*)|(w,t?,t£;) P-3 .3 P ] 

•32 /e vctF 1-m .3. {lf)Xv = 2(fkv) [ P-8 d P ] 

•33 (mte)Xt? = m(wXî?) [ t7(mFl-m)|/'tP-32 .3 P ] 

•34 (— w)Xt? = —(UXV) l {-^,v) \(v,w) P-3 . P-31 O- P 1 

•35 (— mw)Xt? = —miuxv) [ p-34 . P-33 o. P 1 

•36 {pu)XV=p{uXv) [ =P-81-33-86 J 

'37 {u/m)XV = (uXv)/m [ (m/ot)|mP-33 .3 P 1 

•38 {up/m)XV = (uXv)p/m [ (up) \u P-37 . P-33 .3 p 1 

•39 {œu)XV = x(uxv) [ P-38 3. P ] 

•40 u* = uxu Df 

•41 (M+t?)» = w*+2wXî?+t?* 

•42 (u+v+w)* = u*+v*+u^+2uxv+2uxw+2vxw 
•43 (t^+t?)x(w— t?)=w"— î^ 

•44 (i^+^?)»+(w-i?)« = 2(w*+î;*) I Lagny FarisM. a.l706 p,319: 
Dans tout parallélogramme la somme des quarrez des deux diagonales est 

égale k la somme des quarrez des quatre cotez. | 

•45 {u+vy—{u--v)* = AuXV 

'46 (u+v+w)*+{u+V'-w)*+(u+W''V)*+{v+W'-u)*=^u^+v^+uf) 
j Legendre Géom. p.227 : 
«... dans tout parallélipipède, la somme des carrés des quatre diago- 
nales est égale à la somme des carrés des douze arêtes. » | 

.47 {u+v+wy+u^+v^+id' = {u+v)*+(^+w)*+{w+u)* 
•48 {U'-v)*+(V'-wY+(w-'U)*+{u+r+%o)* = aiu'+v'+u}^ 

afiyCe pnt .3 

•6 (a-6)x(a-c)=0 .=. (a-ft)" = (a-c)«+(6— c)" 

j Pythagoras; Cfr. Plutarchos Symp. viiic.4 j 

j EUCLIDES I P47 P48 j 

•61 (a-6)« = (a-c)«+(6-c)"-2(a-o)X(&-c) 
•62 (a— 6)" = (a-c)'+(6— o)'+2(a— r)X{6-— 6) 

t EUCLIDES II Pi 2 Pl3 j 

•63 2[a-(6+c)/2]« = (a-6)»+(a-c)"- (b-cY/2 
\ Apollonius Perg^us voir P-9 j 

Le vecteur a— {6+c)/2 s'appelle ** médiane " du triangle abc. 

afiyCyds'Çini .3- 

•7 (a-6)x(c-rf)+(6-6?)x(a-d)+(c-a)x(6-d) =0 
•71 (a-6)«+(6— c)"+(c-d)«+(d-a)» = (a-c)«+(&— d)*+ 
4[(a+c)/2 - (&+rf)/2J» [Euler PetrNC. a.l748 t.l p.66 j 
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a^hyX^ye pnt .]3- 

•8 {a?-a)X(r»-6) =0 .=. [rr- (a+&)/2]' = (6-a)V4 

{ ThALES ; Cfr. DiOGENIS LaERTII I 24 : « (ptiol JlajiKpUrj HQcSxoy 
(Thales) xaTaygâipai xvxXov zô TQiyœvov ^QOoyoiviov xal dUaai /îot)v. > 
Version : « Pamphila (a. 100) dit que Thales, le premier, inscrivit le triangle 
rectangle dans le demi-cercle et qu' à cette occasion il sacriâa un bœuf. > | 

•81 (0?— a)» = (a7-&)^=. [a;-(a+6)/2jx(&-a)=0 
•82 (a?— a)'— (x— 6)' = (y— a)'— (y— 6)' .=. (a?— y)X(a— &) =0 
•83 me R-el ry 
{x—a)*= m(x-by .=. [a?— (m6-a)/(m-l)]» = (6-a)*m/(m— 1/ 
} -82-83 Apollonius t.2 p.ll6: « èàv àjtb ôùo deôojnévœv oiy- 
fÂslcov ei&sïai xXaa&côaiv, xal ^ là an 'aôrcJv ôo&évri xœglcp iiacpé- 
Qovxa, TÔ arjfuïov â^ferai '&éaei ôedofiévrjç eiûeiaç' 

iàv ôè d>aiv èv Xàycp doûévxi, rjtot. eô&elaç fj 7ieQiq>eQ€laç' » j 
•9 neNi . as pnt F 1— n . g=: {ia)/n . xe pnt .'^. 
2{x--aY = n{x—gf + Kg^-af 

{ Apollonius t.2 p. 116: « ^dv àziô 6acovot}v ôeôofiévœv arjfJLeia^ 
xXaaâcôaiv eir^éïai Tigàç évl arj/ieicp, xal fj xà àjzb jiaocov etàrj ïoa ôo&évn 
X(OQiq}, rb ai^jLieïov àyjerat ^éoei deôofiévrjç neQKpeQelaç' » } 

mod mt 9'1 uevctHÙ ,^. w*êQ Pp 

wevct.3* '^ modw = >J(w*) Df 

'21 modu=0.=.iù=0 •Î22 mod(— w) = modw 

•23 a76r ,3- inod(a7w) = modo? modi^ 

[ mod(a?w) = y] [{aniy] = v|(a?*w^) = nK^Mw*) = moda? modw ] 

•3 mod{uXv) ^ modw modt? 

[ XBT O. (icw+v)«^ O. a;«u'+2a>MXu+î^*^.§QP51'3.D. 
(modM)»(modi;)^5(uXv)' O- P ] 
UfVe vct .3* '-^ mod(w+î;) ^ modw+iïiod^ 

[ P'3 O. moà{u+v) =r ^tt»+2MXv+v^ ^ 

^ [(modM)«+2modw modi;+(modv)T O- P ] 
•41 afiyCe pnt .3- inod(a— &) ^ mod(a— c)+niod(c— 6) 
{ EuoLiDES I P20 : 
« Ilavxàç TQiyoSvov al àvo nkevgal Trjç Xomijç fiell^ovéç dai, > j 

•5 afifie pnt . mod(a— 6) = mod(a— c) = mod(&— c) =1 O* 
mod[(a+&)/2-c] = \|3 /2 . 

mod[(a+6+c?)/3— a] = />J3 j Euclides xni P12: 

« *Eàv elç xvxkov tQlyœvov loàjtXevQOv iyyQaq>ff, ij rot tQiyaivov 
TiievQà ivvdfiei TQinXaaicov èaxl Ttjç èx xë xivxQS ta xvxls. » } 
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'6 a,b,c,de pnt . mod(a— 6) = mod(a— c) = mod(a— d) = mod(6— 
c) = mod(6— d) = mod(c— d) =1 -3 
mod[{a+b)/2-(c+d)/2] — vJ(/2) . 
mod[(a+b+c)/S-d] = p/3) . 

mod[(a+6+c+d)/4— a] = nJ6 /4 j Euclides xm P13: 
« ^ Ttjç oqxxiQaç ôiâ/AerQoç ôwà/ÀSi ijjbuoXla èaxi rfjç nlevgâç t^ç 
nvQafjdôoç, » j 

X ^ 10. (vct|qJ§q,PlM4 

^ 11. 

•1 ue vct . xe(i .3- ocu^=zi\ X\{y^ Ox)u\ ^ A[(r^ x/0)u\ \ Df 

•2 a?£ q-r . ^^8 vct .3- ^^ fi vct Pp 

•3 (q I r) P6-5-6, P7, P8-39 

Note. La P*l définit le produit d*an nombre irrationnel par un vecteur. 

La Pp*2, qui affirme Texistence de ce produit, cesse de valoir si Ton rem- 
place les « vct » par les « r » , bien que toutes les Pp précédentes soient sa- 
ti S>aites. 

^ 12-1 tevcUO .3- avct-(qi) Pp 

•2 tevcWO.je vct-(qî) 3- avct-{qi+qj) Pp 

'3 ie vcti^O . je vct-(qi) . ke vci>(qi+q j) 3- ^^^ = q^+<ï j+q* Pp 

La Pp'l dit qu'il existe des vecteurs non parallèles à un vecteur donné ; 
elle n'est pas satisfaite si Ton considère seulement les vecteurs appartenant 
à une droite fixe. % 

La Pp-2 dit qu'il existe des vecteurs non coplanaires avec deux vecteurs 
non parallèles donnés. Elle n'est pas satisfaite si l'on considère seulement 
les vecteurs d'un plan*fixe. 

La Pp*3 dit que l'espace que nous considérons a trois dimensions. Elle 
n'est pas satisfaite si l'on remplace les «vct» par des «q4». 

Ces trois Pp, nécessaires dans quelques cas, nous sont moins intéressantes. 

•4 Hp-3 . Xyy,zE(i . xi+yj-^-zk =0 3- ^=^ • y=^ • ^^^ 

•5 Hp-3 . x,yyZyX\y\z'e({ . xi+yj+zk = x'i+y'j+zk 3- 
o(}=:x' . y=i/ . z=z' 

•6 Hp-3 . 0£ pnt 3 P^^ = o+qi+qj+qk 

Les nombres x,y,3 qui figurent dans les P*4:*5 s'appellent « coordonnées 
du vecteur xi-^-yj-^-zk par rapport aux vecteurs fondamentaux iyj,k». Ils 
s'appellent aussi « coordonnées du point o-{-xi'}-yj-\-sk par rapport k l'ori- 
gine o et aux mêmes vecteurs. Dans les Hp de la PIS les coordonnées 
sont cartésiennes orthogonales. 

Les quantités ac,y,«,^ sont les coordonnées barycentriques de xa-^yb-^-zc 
■i-td, si a,b,a,ds pnt ; en sont" les projectives, si afiyC,d sont des sommes 
de points. 
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4( 13. ij, kevct . z^=/=ft*=l . ixj=ixk=3Xk=0 Q: 

•1 z*€vct .3. t^=(wXî>'+(wXJl;+(wxA)A 
•2 x,yyZ,af,î/,z'8Ci Q. (xi+yj+zk)X{xi+i/j+z'k)=xx+yî/+jss' 

•3 x,y,zsq.'^. mod{ooi+yj+zk) = s\(x*+y'+z*) 

Ht 14*1 a,&,C£ pnt . de a+Oic—a) . ee &+e(rf— b) .3- 
mod(e— &)+mod(e— c) ^ mod(a— 6)+naod(a— c) 

{ EUCLIDES I P21 } 

'i a,b,ce pnt . m,n£q J^. 
[(m+n)a^{mb+n€)J = m(»i+n)(a— &)*+;i(m+7i)(a— c)"— mn(6— c)* 

I Stewart a. 1763 j 
•3 afi^Cyde pnt . m,n,p£q .3. 

[(m+n+p)a— (m&+n<^+prf)J' = (m+n+p)[m(a— 6)"+n{a— c)' 
+î>(ût—d)'J —mn(b^cY'-mp(b—df^np(c^df 

U 4( 15. wevct^O .3. -0 l!u = tc/modu Df 

M mod Uw =1 . U(— w) = — Uw . aeQ .3 Uaw = Uw 
J/ofe. La fonction Um, qu'on . peut lire « le vecteur unitaire dans la di- 
rection de u», a été considérée et désignée par ce signe, par Hamilton. 
L'opération U correspond à l'opération «sgn» sur les nombres. 

cmp| I cmpj_ mt 16. UyVyWe vct . modu =1 . 3- 
•0 (cmpl |2*)y = (uxv)u I = « composante parallèle k udev»\ Df 
•Oi {cmpi_w)t^ = ^;— (cmp| \u)v j = « » normale k u dev*\ Df 
•1 (empli w) (v+w) = (cmp||w)t?+(cnip||w)t^ 

ii — x_ jL 1— 

•2 u,ve vct . i«- =0 .3- 
(cmp 1 1 w)t? = (cmp 1 1 \Ju) V . {cmp\_u)v = (cmpJLUw)t? Df 

Lm lim 4( 20. (vct |qj §q^ P21-24 30 

(pnt jq J 

mt 21. te Cls'q . x£ 6k . ue (Cls'pnt)f fc .3 
\\m{u,kjX) = pnt^ a^} lim[ 1 mod(a— W5^) j^-, k, x'\ =0 Df 

Ex. rectaTang Fol P52 

DS ilê 22. (pnt I qJ§q,P31 

(vct I qj 31-34. 40. 41. 

^ 23- j w£ (vct-^O)Fq . Dw £ vctFq .3 D modw = Ut^XD// 
•2 DU<^ = [(cmpJ_w)Di^]/modi^ 
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Dtrm ^ 29. 

•1 u,V£ vct f 1-4 3. DtTm[u^Xv^ |{r,s), 1-4 i 1-4] =0 
Subst mt 30. (vct |q J §Subst Pl-2 

U cos ^ 31. 

u^ve vct . môdw = modt' =:1 .3« '0 cos(w,î?) = uxv Df 

w,î;6 vct^O .3- •* cos(w,t;) = cos(Uw, Vv) = (UM)X(Ut?) Df 

•2 cos(w,t?) = cos(t?,w) . cos(— w,t?) = cos(w,— r) = — cos(u,t?) . 
cos(— w,— t?) = cos(w,t?) . —1 ^•cos(w,t') ^ 1 

•3 uXî^ = modu modt? cos(î*,î;) 

•4 cos{u,v) =1 .=. ve Qw : cos{h,v) =— 1 .=. ?*£ — Qw 

ang = (angle) 
^ 32. UjVevct^O .3- "0 ang(w,î?) = cos~*[cos(w,r)l Df 
•1 ajig(UfV) s Sti 

•11 ang(w,î;):=ang(y,2i) = ang(— î^, — I?) [Euclides i P15 | 
•12 > = ;t— ang(w,— t;) ^ aiig(Uw, Ut?) | » 13 | 

'1 3 u+v -=0 .3 ang(w,??) = ang(w, u-^-v) + ang(w+t;, v) 
•14 UjVjVoe vct-^0 .3- ang(2^,io) ^ ang(w,î?) + ang(î?,t(?) 
ang(w,t?) + ang(t;,M?) + ang(M?,2«) ^ 27r { Euclides xi P20, 21 | 
•2 cos(w,t?) = cos ang(w,t^) •S sin(w,t?) = sin ang(w,t?) Df 
•4 sin(«^,r) =0 .=. t^fi q^ '5 mod (cmp_Lw)r = modt; sin(w,t?) 

^ 33. p,g,r£pnt . î>-=g . p-c=r . ç-c=r . a=mod(ç— r) . &= 
mod(r— p) . c=mo&{p^q) . a'=ang(p— ç,î)— r) . 6'=ang(ç— r, 
g— p) . c'=ang(r— p,r— g) . s=(a+6+c)/2 .3 
•1 0=6 .=. a'=6' { Euclides i F 5, 6 { 

•2 a<& .=. a'<b' t » 18, 19 j 

.3 a;+tl+d = n I Euclides i P32 j 

•4 a = & cos(?' + c cos6' -5 a"= ft'+c* — 2bc cosa' [ = P8-61 ] 
•6 sina'/a = sin676 = sinc'/c 

j Nasîr Eddin Attûsi a.l260 Lin j 

[ Hp O. p-r = (p-q)+(q^r) (1) 

Hp . (1) O. [cmp_L(p-çl](p-r) = [cmp±(p-<7)](g-r) (2) 

Hp . (2) . P32-5 O. P ] 

•61 bcsina' = 2>J [s(.s— a)(5— 6)(5— c)] |Heron a.— 150 p.286| 
(6c8ina')/2 est Taire du triangle pqr. 
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•7 sin(a72) = vj[(s-6)(s— c)/(6c)] . cos(a'/2) = ^ls{s--a)/{bc)] . 
tng(a72) = Ji(s-.&)(s-c)/[s(s^a)] \ 

•8 tng[(a'-&')/2] / tng(c72) = (a-6)/(a+&) 

^ 34. us vct -eO . t> £ vct-qw . we vclKqw 4-q^) O- 
•0 Ang(u;v,w) = ang[(cmp_Lw)y, (cmpJLw)M?] Df 

» = (angle dièdre déterminé par les plans uv et uw) 



a=a,ng{VyW) . h= ang(w?,w) . c=ang(M,t;) . a '= ang(w;^?,^(?) . &'= ang 
(t?;to,w) . c'= ang(i(;;w,t^) . s= (a+&+^)/2 . 6'= (a'+&'+^')/2 O- 
•01 a< &+C? . a+&+c < 2n [ =P32 u ] 

•02 a'> y+C— TT . jr < a'+&'+c' < 37r 

•1 cosa = cos6 cosc+sin6 sine cosa' 
[ cos(î;,u;) = UrxUw 

= [(empli w)Ui;+(cmp_L2^)UyJ X [(cmp||M)Uî^+(cmp_Lw)Ui(;] 
== [(cmp||w)Ui;]X [(empli w)UM;] + [(cmpJ_w)Ut?]x[(cmpJ_M)Uu;] O. P ] 

} Al BATTâNi a.929 ; voir BD. a.l892 p.l47 j 
} Regiomontanus a.l533 p.l27 : 

« In omni triangulo sphserali ex arcubus eireulorum magnorum constante, 
proportio sinus verai anguli euiuslibet [1— eosa'] ad differentiam duomm 
sinuum versorum, quorum unus est la ter i s eum angulum subtendent is 
[1— cosa], alius vero diflferentisB duorum areuum ipsi angulo circumiaeen- 
tium [ 1 — (cosô cosc + sinô sine) ] est tanquam proportio quadrati sinus 
recti totius [ 1 ] ad id, quod sub sinibus areuum dieto angulo eircumpositorum 
continetur rectangulum [sinôsinc]. »j 

•2 sina' / sina = sin&' / sin6 = ainc'/sinc 
j Abû'lwéfa a.940'^998; voir Journal Asiatique a.l892 

S.8 t.l9 p.423 { 
t Regiomontanus a. 1533 p.95 : 

« In omni triangulo ... sinus laterum ad sinus angulorum eis oppositorum 
eandem habent proportionem ». | 

"3 cosa' = — cos&'cosc'+sin6'sinc'cosa 
•4 cosôcosc' = sin6/tnga — sincVtnga' 
•5 sin6 sine sina' = 2vJ[sins sin(s— a) sin(5— 6) sin(s— c)l 
•6 sin(a72) =vjjsin(5— 6)sin(s— c)/[sin&sinc]j jNEPERa.1614p.48 

cos(a'/2) =Jjsinssin(5— a)/ [sinfcsincjj } » » » J 

sin(a/2) = ^Jt— coss'cos(s'— a') / [sin6' sine']] 

cos(a/2) =>Jîcos(s'— &') cos(5'— c') / [sin6'8inc']| 
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•7 sin[(a'— &')/2] 8in(c/2) = sin[(a— 6)/2] cos(c//2) 
cos[(a'— 6V2] sm(c/2) = sin[(a+&)/2] sin(c7^) 
sin[(a'+B')/2] cos(c/2) = cos[(a-6)/2] cos((y/2) 
cos[(a'+6')/2] cos(c/2) = cos[(a— 6)/2] sm(c'/2) 
\ Delambre Connaiss. des temps, a. 1807 j 

•8 tng[(a'+6')/2] = /tng(c/2) cos[(a-&)/2]/cos[(a+6)/2] 
tng[(a'— 6')/2] = » sin » sin > 
\ Neper a.l614 p.48 | 

mt 35' 1 afijCe pnt . mod(a— &) = mod(a— c) = mod(6— c) =1 .3 
cos(6— a, c—a) = sin [a— 6, a—{b+c)/2\ = /2 . 
sin » =cos > » =:^3/2 

•2 afijCyde pnt . mod(a— 6) = mod(a— c) = mod(a— d) = 
mod(6— c) = mod(6— d) =: mod(c— d) =1 .3 
cos[(a+6)/2-c, (a+&)/2-dJ ==/3 
sin » » » » =2^/3 
cos[(a+6)/2 -c, (a+6)/2 - {c+d)/2] = vK2/3) 
sin » > » » » = y\/3 

mt 39. recta plan 

•1 ae pnt . ue vct-^O .3- recta(a,i^) = a+qu Df 

•2 a£ pnt . bs pnt-^a .3- recta(a,&) = recta(a, &— a) Df 

= a+q(6— a) Dfp 
•3 oe pnt . ue vct . i;£ vct-qw .3- plan(a,w,t?) = a+qw+qt?Df 
'4 06 pnt . 6e pnt-^a . ce pnt-recta(a,6) .3- 

plan(a,6,c) = plan(a,6— a,c— a) Df 

•5 Hp'4 3- plan[recta(a,&),c] = plan(a,6,c) Df 
Ex. §rectaTangP2. 

Nous donnons ici les définitions de la droite (recta) déterminée par un 
point et un vecteur ou par deux points, et du plan déterminé par un point 
et deux vecteurs, ou par trois points. 

m 40. 

Nous donnons ici les définitions symboliques de plusieurs mots géomé- 
triques, sans nous prononcer sur Tirtilité d'introduire des symboles pour 
indiquer ces idées dans un développement de la Géométrie symbolique. 
u,VyWS vct-<0 . as pnt . b^cs pnt-(a . reQ . k s Cls'pnt .3- 
qw = (vecteur parallèle à u) = (point à l'infini de w). 
Qu := (vecteur parallèle et de même sens que u). 
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a+Q(6— a) = (rayon d'origine a et passant par 6). 
a-\-S{J)—à) =1 (le même segment avec les extrémités). 
a-{-6(h — a) = (segment de droite limitée par a et 6, ces point exclus). 
= (droite à l'infini qui contient q« et qt?). 
•2 qt*-f-qv = (vecteur coplanaire avec u et v) 
a+Qu+Qt? =: (angle de sommet a et de côtés au et av). 
(son supplémentaire) := a+Qw — Qv 
(son opposé) = rt— Qw— Qv 
•3 a-\-ç\u-{-Q,v-\-Q,ic =z (angle dièdre ; l'arête est a+Q**> ^©s faces sont : 
a-\~qu-{-Qv, a-{-qu-\-Qw). 
a+Qw+Qv+Qu- =: (angle trièdre ; a est le sommet, a-f-Qu, a-^Qv, ... 

sont les arêtes, et a-^Qu+Qvy a+Qw+Qw^, ... sont les faces. 
a^\-eu-{-Ov = (parallélogramme). 
a-^eu-{-OV'^Ow = (parallélépipède). 

k-{-qu = (cylindre qui projette selon la direction u la figure k), 
a+q(A:— a) = (cône qui projette k du point a), 
•4 Tangle (w,î?) est droit =r (uXv=0) . 
» » ajgu = ( » >0) 

» » obtus = » <0) 

•5 pntnx?[(aî— a)Xw^=0] = (plan passant par a et normal à u), 
•6 Uw+Ui; = (vecteur dirigé selon la bisectrice des vecteurs u et v). 
a+q[U(ô — a)+U(c— a)] = (bisectrice de l'angle bac), 
wxUv = (projection de u sur v, comme nombre). 
(uxUî;)Ui?=( » » », comme vecteur). 

'7 pntn x?[mod(aî— a) =r] = (sphère de centre a et de rayon r). 
pntf^ x?[(ac— a)* =r*] = (idem). 

Transi ^ 41. u^ve vct . ps put .3 

•0 (Transi w)p==p+w | = « le point p, après la translation 

représentée par le vecteur u^. \ Df 

i {Transk')(Translw) = TramsUu+v) 
•2 msN^ .3- (Translw)** = Transi mw 

Sym mt 42. a,&,c,p £ pnt .usYct .^: 

•0 (Symc?)p = c+ic—p) \= « symétrique, par rapport kc,dep*\ 

•1 (Sym6?)'p=p -2 (Sym6)(Syma) = Transi 2(&— a) 

•3 Transit = [Sym(6?+w/2)] (Symc) 

•4 {Translw)(Symc) = Sym(c+2^/2) 

•5 (Symc)(Translw) = Sym(c—u/2) 

mt 43. UyV,w£ vct . i«-c=0 .3 

'0 (Symw)i? = (cmp| | w)t?— (cmp j_w)t? Df 

•i (Symw)V? =i; 
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Homot ^ 44. afifiyps pnt . h^keq, . ue vct .3- 
•0 Homot(c,ft)p = c+ftQ9— c) 1= « le correspondant de p dans 
THomothétie de centre c et de rapport A» j Df 

•1 Homot((?,l)p =p . Homot(c, — l)p = (Symc)î) 

'1 Homot(c,ft)6— Homot(c,A)a = ft(&— a) 

•3 h -=1 .3 Homot(c,ft)Translw = Romot[c+uk/(l—k), k] 

•4 M-c=l .3. 

[Homot(6,ft)] [Homot(a,/i)] = Homot[a+(6— à)(l— ft)/{l— Aft), AA] 

•5 A ^=0 Q. [Homot(6, /A)] [Homot(a,A)] = Transi (&— a){l— /A) 

•6 >w£Ni .3 [Homot(c,ft)r = Homot((?,ft'*') 

Note. Les P41-<'4 coutiennent les définitions et les propriétés principales 
des opérations appelées translation, symétrie, homothétie. Elles n'ont pas 
d'application dan.) la saite. 

Rotor Rotat 4( 45. 

•0 Rotor = t3 3 {ajb)3 [ a,bs vct . moda = modft =1 . axb =0 . 
i={b-a)/(a,b)] Df 

•1 îfiRotor .3- ^^ = ^1 

ttybe vct . moda = mod6 =1 . axb =0 . i == {pj—a)/{a, b) .3- 

•21 ê€ Rotor -22 te Subst(qa+qb) -23 Variabt= qa+qft 

oe pnt . PjqjVB o+qû^+<ï& • tjt'sci . méi^^ . ue qa+q6 O* 
•3 Rotat(o,i,Qp = o+e»' (p— 0) Df 

= « le point p après la rotation de t radiants 

autour du point dans le plan de la variabilité de i ». 
•3i Rotat(o,t,<') R()tat(o,i,/) = Rotat(o,i, <+^') 
•32 Rotat(o^i,0"' = Rotat(o,i,mO 
•33 Rotat(ç,i,— Rotat(p,î,0 = Transl[(l— e»' )(g— p)] 
•34 Rotat(ç,i,Q = Transl[(l— e*0(?— p)] Rotat(î),i,0 
•35 e*'-c=l .3 Transit Rotat(p,i,if) = Rotat[p+w/(l—e*^),i,q 
•36 Rotat(p,i,<) Transite = Rotat[p— w/(l— e*' ), %f\ 
•37 e*ï'+'')-c=l .3 Rotat(g,i/) Rotat(p,i,0 = 

Rotat['p+(g— 25)(l-e*0/(l-e»^''-' >), h ^+n 

Note. Nous appelons « Rotor » toute transformation linéaire qui à deux 
vecteurs a et 6 unitaires et perpendiculaires fait correspondre les vecteurs 
h et —a. Et nous indiquons par Rotat(o,i,0/>} où est un point, t un Rotor, 
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t un nombre réel, p un point du plan o+Variabt, la nouvelle position du 
point p après une rotation autour de o dans le plan de t de ]*angle fermé 
par un arc de cercle de longueur t rayons. 

Le produit d*un vecteur par un nombre imaginaire a été considéré par 
Wessel a.l797. 

quaternio ^ 46*0 quaternio = q + q Rotor Df 

.»,y£ quaternio .3* '^ . ^+y = 

7 quaternio ^ z3{ue Variabir ^ Variaby .3„- ^^ = ocu-^-yu) Df 
•2 yx = 
1 quaternio ^ Z3(ue Variabo? .xue Variaby .3„« ^^ = V^^) Df 

UyV,ws vct . u -c= r^. 
•3 v/u = 7 quaternio ^ X3(v= xu) 

•4 quaternio = vct/vct Dfp '5 (t?+^)/w = ^/^+w?/^^ 
'6 V -c= .3. (v)/v){v/u) = i(?/w 

« Quaternio » est une expression de la forme flc+ty, où ac et y sont des 
nombres réels, et % est un Rotor. Nous nous limitons à définir ici la somme 
et le produit de deux quaternions. Ces théories, qu'on doit à Hamilton, ont 
une longue bibliographie, et sont un puissant instrument dans les mathé- 
matiques appliquées. 

On a fondé une « International Association for Promoting the Study of 
Quaternions and Allied Systems of Mathematics », qui a pour « General 
Secretary » M. A. Macfarlane, Prof, in Lehigh University, South Bethle- 
hem, Pennsylvania. 

rectaTang ^ 51. pepntFq.teq.3 
•0 rectaTang(p,0 = lim[ recta[p^, p(/+/e)] \h, q, 1 Df 

•1 Dp^£vct-^0 .3 rectaTang(p,0 = recta(p<, DpO 
[ P-0 .1): rectaTang(p,0 = lim } recta[p^,p(<+^) ] |^,q, 0| 

§vct39-2 .3 »»»»»» p(t-\.h)—pt » 

» » » » ^ » [/>(^+^) - Pi]l^ * 

» » » z= recta(pf, T>pt) ] 

'2 ne^, . Dp/=D*pf=... = DV=0 . D'*^*^^ £ vct -eO .3 
rectaTang(p,f) = recta(pï, D^'^^pt) 
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planOscul ^ 52. HpP51 Q. 

•0 planOscul(p,/) = lim| plan[rectaTang(p,?), p(t+h)] |ft, q, Oj Dt 

M Dpte vct-eO . D^pte vct -qDp< .3 

planOscul(p,0 = j>lsLn(pt, I>j)t, I)*pt) 
[ PO .3. plan08cul(p, = Hni | plan [ rectaTang(^,0, p{t+h) ] {h, q, 01 

P51-1 . 39-5 o- * = » » lp^I>i>^ p('+^) » 

P39-4 O. »—.»», [X^+/i)-p^-;iDjp#]/^» » 

§D 8 O. » = plan ( pt, Dpt, D'pf ) ] 

•2 m,n£N4 . Dp< = B^pt = ... = D''*"*^/ =0 . D>/ £ vcWO . 
D'^^'pt, ... D"^*"'?)/ Ê qxD'pt . 0**^**^^ £ vci> qxD*^/ . 
3 planOscul(p,0 = plan(p^, B'^pt, B^'^^'pt) 

Arc 4( 53. a,&£q . a<6 . pe pnt F a"^ 6 .3 

•0 Arc(p, a'^i^) = ra?3|a(n,^)3[n£Ni . te {a^b f 0-n)cres . ^o==û 
. t=b . 0?= I[ mod(2? <^^, ^p ^J|r, O-(n--l) 1 ] | Df 

• 1 Dp e (vct F a^ 6)cont .3 Arc(î?, a^ 6) = S(mod Dp, a"^ 6) 

Norm curvatura 

^ 54. p£ pntFq . teq . Dpt £ vct-^0 . D^pt s vct-qDpi .3 
Norm(p,0 = rectafp^, {cmp±I>pf)(iypt)] Df 

Norm(p,0 = recta[p<, D(UDpOJ 

curvatura(p,Q=modD(UD2)0/ino(iDpi Df 

Nous donnons ici les définitions de 
rectaTang(p,f) = droite tangente à la ligne décrite par y?, dans le point 

de paramètre t, 
planOscul(p,0 = plan osculateur id. id., 
Norm(p,0 ^ normale principale id. id., 
Arc(p, a!^b) = la longueur de l'arc décrit parp, pour les valeurs de a 

à 6 de la variable, 
Curvatura = courbure 
et les théorèmes pour les trouver. 

Le vecteur Dp^, si la variable t est le temps, s'appelle « vélocité du 
point p ». D^pt en est l'accélération. Si le point p a une masse, ou coefficient 
numérique m, rhDpf est la « quantité de mouvement », rriD-pf = « force » , 
(n{T>pffj2 = « force vive, ou énergie cynétique » . 
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p = paramètre diflférentiel. 

mt 61. ke Cls'pnt . O ^* • 2>«* • ^^^^ Q^* O- 
•0 p(u,k,p) = 
7 vct '^ V3\lim\[[{uq^up) — (ç--p)x y]/mod(ç— p)] |g, A;, p\ =0 j Df 
= « paramètre difTérentiel de w, dans le champ k, pour le point p > . 

M up = maxw'A: . yiu^hyp) e vct .3- V{^}KV) =0 

•2 te (Intft)F0 . te© . DU, p(u,k,lt) e vct Q. 

•3 Hp P-J . ult = raax wZ'© Q. p(M,A,ZO X BU =0 
•4 p(w+?;, k, p) = F(i«,ft;P) + f^(v,k,p) 

a,pe pnt . m£ 2+Nj, .3. 

•5 F[(p-a)» I p, pnt, p] = 2(p--a) 

•6 p[mod(p— a) I p, pnt-^a, p] = U(p— a) 

•7 p}[mod(p— a)]** I Pj pnt, p\^=im [mod(p— a)l"*"*U(p— a) 

Hamilton a introduit cet opérateur j7 dans ses Lectures on QuaternionSy 
Dublin a.l853, p.610. 

Lamé (JdM. a.l840 t.5 p. 316) avait appelé « paramétre différentiel de 
premier ordre de la fonction u » le modp'(w,fc,p). 

Les P*2'3 donnent la règle, énoncée par Leibniz, a.l693 t.6 p.233, pour 
trouver la normale au lieu des points pour lesquels est constante la somme 
des distances à plusieurs points fixes. 
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TABLE DES SIGNES. 



Cette table contient les symboles et les abréviations qu'on rencontre 
dans cette publication, ordonnés selon la forme typographique. 



Signes de forme spéciale, 

* ()[]ll §lPl-2 

; «système de variables» §lPl-6 
§1P40 . Voir ; 
i = avec §8 

3 « est contenu, on déduit » §lPl-7 
=r « est égal » 
n = et 
u == ou 

^ = classe nulle 
- = non 



§1P1'9 

§lPL-8 

§2P10P40 

§3 
§4P1001-2-3 
« inverse » ou « à la place de i' §11 



/ = divisé par §24 PlO 70 32-7 
§Q P300 §Subôt P5-2-5 
|S = élevé §25 PlO P50 Pli P21 
§Q P41-0 P52 P60 
^ = racine §Q P53 

y|* = racine générale §q' P4 

a*"b = les entiers de a k b §31 
... = etc. §^PM1 

! = factorielle §35 

00 = infini §61 P4 

•-* "" «intervalle» §Q P19 

/ voir S. 



* ' = de §12 

1 2 3 8 9 X §+P2 

+ = plus . §20Pl-3 fi = 

Df de a-hô, si afie'S^ P3-1-2 6 = 

si a,6fin, R, r, Q, q §— P40 p = 

§/ P120 P32-2 §Q P30 e = 

a,Ô£ CIs'No . §+ P7 3 = 

nombres complexes §qn Pl'l ^ := 

a£ pnt . bs vct §vct P3-2 6, S 

a fie vct, pnt §vct P3-3 P7 t = 

> < 5 ^ §21 PlO P20 §— P70 7 = 

§1' Pl-5 P20-2 §Q P170 A = 

— = moins §22 PlO P2-1 P50 A = 

§/ P220 P32-3 §Q PllO jt 

§q« PI '3 §vct P2-0 P3-4 77 = produit 

± §Q P56'0 2" = somme 

X = multiplié par §23 PlO 2 60 § 

§/ P50 32-6 §Q P210 §qnPl-4 * z= indicateur 
§vct P50 P6-4 P8 Plll 



Lettres grecques. 
la partie fractionnaire de §42 



ensemble dérivé 
paramètre différentiel 
est un 
qui 

fraction propre 
= intervalle de à 
égal 
le 

limites de 
limites généralisées 



§66 

§vctP71 

§1 Pl-4 

§1 Pl-5 

§60 

§QP2 

§6 

§7 

§65P10 

§65P3 

§84 

§34 

§33P101, P21 

im PlOO, Pll-1-2-3 

§53 



Lettres latines. 
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a. =: an 

Altem = alterner §vctP2-4 

ang = angle §vctP32 

Arc §vctP53 

Assoc = associative §3P6-3 

Assoc f> » 

» u §wP2-3 

» + §+P5-3 §vct3-35 

. X §XPl-5 » 5-5 

B = nombres de Bemoulli §86 

C ou Cmb = combinaison §35P2 

C = constante d'Euler §78 

Chf = chiffre des unités §43 

Cls == Classe §lPl-3 

Cmp = composer §lP3-2 P5-4 

empli = composante parallèle 

§vctP16 
cmpJL = composante normale » 
Conlm = commuta tivi té 

d'une opération §1 P6-2 

Comm A » 

» w §uP2-2 

^ + §+P5-5 §vct3-34 

» X §XP1'4 . 81 

de deux opérations §- Pl*5 

Comm e, - » 

» lim, — §lim P5-2 

» » I » 7-2 

» » X » 9-2 

. » S §SP12-2 

» S, S » 111 

» D, S » 20-5 

conj =1 conjugué §q' P30 

cont = fonction continue §73 

C08, eos-i = cosinus, an ti cosinus 

Voir sin 
cres, creso = fonction croissante §70 
D = dérivée §74 

decr = fonction décroissante §7o 
Dem ou Dm := démonstration §1P3 
Df = définition §1P2 

Dfp = définition possible §1P2 



Distrib = distributivô 
strib « f> 



f> - 
X,+ 



§1P51 
§lP5-7 
§1P7'3 
§lP8-2 
§..P31 
§s.P40 
»^P4-1 
§-P2'62 

§aP3i 

§tP-2 

§*Pl-5 

§Xl-3 

§vct 5-2-3, 8-3 

§hl-5 

§... .3 

§lim 4-2 

§lim 6-2 

§lim 8-4 

§46 



NX 

+,- 
lim,+ 

» ,X 

» .h 

dt =: dénominateur 

Dtrm = déterminant §81 

Dvr ou î) := le plus grand commun 

diviseur §44 PIO, P30, P4-0 

§76 

§42 

§5 

§aP2-i 



E = entier de 

a = existent 

Elim = éliminer 

Ex. = exemple 

Export = exporter 

f , j = fonction 

F = fonction définie 

Homot =r homothétie 

Hyp ou Hp = Hypothèse 

i = unité imaginaire 

idem = identité 



§1 P3-4, P9-3 
§10 
§14 
§91P44 
§lPl-7n 
§83 
§13 



imag = coefficient de Tunité ima- 
ginaire §q' P3-0 
Import = importer §1P3*4 
Induct z= loi dMnduction §+P4-3 
infn = un infini §\um 
1' = limite supérieure §r>lP10 P2-0 
1 = limite inférieure Voir 1' 
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lin = fonction linéaire §82 

Lm = Classe limite §71 PIO 

lim = la limite §72 PIO 

§q»P24 §vctP20 
Log = logarithme §63 

log = logarithme dans la base e §77 
log* = logarithme général §;iK-0 
max = le maximum des §52 

Med = moyen §64 

min := le minimum des Voir max 
mit ou m =: le plus petit multiple 
commun §45P10 P20 

mod = module §36 §Q P80 §qn P3 
§Sub8tP3 §vctP9 
mp = la plus grande puissance §52 
No = nombre §+ Pl-2 

Ni = nombre positif §+P8 

n = nombre entier § — P3 

Norm = droit» normale §vctP54 
Np = nombre premier §51 

Nprf = nombre parfait §54 

nt = le numérateur de §46 

Num = le nombre des §32 

Oper := opérer par 

Oper fs §lP5-5 

Oper e §1 P41 

Oper 8 » 

Operw §oPl-5 

Oper a §aPi-2i. 

P = proposition 

Pp = proposition primitive §1P3 

p. = page 

plan §vctP39 

planOscul §vctP52 

pnt = point §91 

Q = quantité positive §62 

Qo = id. id. ou nulle §QP2-0 

q = quantité §QP12 



qn = nombre complexe d'ordre n §80 
q' = nombre imaginaire §83 

quatemio- §vctP46 

quot == le quotient de §41 

R = nombre rationnel positif §/P3 
Ro = id. id. id. ou nul §/P31*2 

r = nombre rationnel §/P31-0 

rcp = correspondance réciproque §13 
real = partie réelle d*un q' §q'P30 
recU = droite §vctP39 

rectaTang §vctP51 

rest = le rest de §41 

Rotor, Rotat §vctP45 

S = intégrale §75P10 

PlOl-2-3-4-6-7-8, §qn P42 
S' = intégrale par excès §SPl-2 
S, = intégrale par défaut §SPl-3 
Sb Voir Subst 

sgn = le signe de §36 

§DtrmPl-0 §vctP15 
Simplif = simplifier §lP3-6 

sin = sinus §85Pl-0 

sin-i = antisinus §sinP3 

sim = correspondance semblable §13 
Sb, Subst = Substitution §82 

Syll = syllogisme §1P3-1 44 

Sym = symétrique de §vctP42 P43 
t. = totne 
Ths = thèse 

tng, tng-i §sinP2 PS 

Transi = translation §vctP41 

Transp = transposer §-P2*3*4 

P3-7-71, P4-2 
U = unité de §vctP15 

unit = unité complexe §qfiP2 

Variab = variabilité d'une fonction 

§14 

vct = vecteur §91 
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VOCABULAIRE MATHÉMATIQUE 



Le nombre des noms adoptés par les mathématiciens B'est accru pendant 
les siècles. Il était de 1000 environ dans Archimedes, et arrive à 17000 
dans le « Vocabulaire » publié fat F. Mûller a. 1900, sans compter les noms 
appartenant à la Logique. 

Nous exprimons ici en symboles la valeur de plusieurs de ces mots, ou 
indiquons la place où l'on trouvera cette expression. Dans un développement 
successif du Formulaire on pourra, peut-être, ériger en symboles quelques 
uns de ces mots ; et alors l'expression symbolique que nous en donnons 
servira comme Df. Mais la plus grande partie doit être supprimée de l'en- 
seignement. 



Abscissa. v. coordinata 
Absolu (nombre) = N^, R, Q 

» (valeur) = mod 

» convergence v. série 
Absurdum = /\ 

Accélération §vct 54 

Accroissement de fx = /\x-\-h)^fx 
Acutus = aigu; v. angle 
Additio = (opération -f ) 
Addition logique = (opération w) 
^Equatio = équation 
Aire du triangle §vct 33*61 

Alternando §R 4 §vct 24 

Analogies de Neper §vct 34*8 

Analyse indéterminée §Dvr2-3-4 
Angulus (figure) = Y(»>^^'f' §vct 40-5 

» (nombre) = ang 
Antécédent d'une raison ajb ^z a 
Applicata = ordonnée. 
'AsioTOfii^ z= residuum binomiale (Ke- 
# pler) §Q54-4 

Arc sin =,sin-i 
Arcus = Arc 
Arête v. angle 
Argument de a = imag log a 
Arithmétique (moyenne) §Med3 

» (valeur) = mod 

» (triangle) = table de C 



àgiefiùç = Ni+1. 

Arrangements n kn avec répétition 
des objets k = kFl"n 
» simples = (fc F l---n)sim. §n 3-2 
àavfjifiexQoç = incommensurabilis. 
Axe = à^cûv = droite 
Axioma = Mf/o^a = Pp 

Barycentre §vct 7 

Base d'une puissance afWn = a 

» des logarithmes ^Loga; = a 
Bernoulli (nombres de) = B 
Béta (fonction) §S 5-3 

Binomium ^ fj àx èvo Avoiâokov = 

R-hJR §Q 18-3 

Binôme = somme de deux q 

V. coefficients, formule, série. 
Bisectrice §vct 40*6 

Carré = |^2; carrée (racine) = ^. 

» (nombre) = N* 
Carré magique d'ordre m = 

(l*-m')f(l-"m i l"myuB[rBl"'m 

ry . l\uT,*\8,V-m) = S{ut,r 
|«,l"-m) = S{u9^\8yl-*'in) = 
2'(t«m-»+M|«,l--m)] 

Cascade (Rolle) = D §1)43 

Centnim == HévxQov, 
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Centre de la fi^re k =: 

pnt^a?3[(Symaî)/c = k] 
» gravité = centre des moyennes 
distances (Camot) = barycentre 
Cercle de convergence §q' 10*2 

Champs de points = Cls'pnt 
Changement de variable §S 30*11 
Chiffre = 0'"9. Le mot dérive de 
cyphra = 0. 
» des imités de a = Chfa 
» d^ordre w de a = Chf X-«a 
Classe = Cls 

Coefficient de b dans ab =z a 
» du binôme = C 

» différentiel = D 

Combinatio. ks Cls O- 
(combinaisons des k) = Cls 'A: 

» (avec répétition) = NoFfc 
(nombre des) := C 
classe des C(m,7i) = n 
Commensurabilis = av/ifiergog. 

a,be(i O* (« est commensurable 
avec b) = (as Rb' 
Commun diviseur §Dvr 

» multiple §mlt 

a,5«Cls O. 

(classe commune à a et 6) =r oN) 
Complément de x (si xsO) = 1— x. 
» (dans les log) := 10 — x, 

» (en trigonométrie) = -t/2 — x. 
Compônendo, une proportion §R 111 
Composante parallèle = cmp|| 
» normale = cmpj_ 

Composition des déductions §1 P5'4 
» vecteurs §vct 3-3 

» translations, rotations » 41, 45 
* Conclusion = Ths 
Condensé (ensemble) §^ 

Condition = P contenant des lettres 
variables §1 Pl-4 

a est cond. nécessaire de 5 .=. &3a 
a est cond. suffisante de 5 .=. aryb 
Cône = xcSvoç. §vct 40-3 

Congruence: a^b (mod.m) de Gauss 
signifie ai b-^-nm. 



Conjugué = conj §q'3*2 

Consequens terminus rationis ajb =6 

Constante d'Euler =: C, 

Continue (fonction) = cont 

Convergente v. série. 

Convexe (figure) §Med 

Coordinatœ §vct 12 

Corollarium = conséquence d'une P 

Correspondance = f 

Cosinus = cos 

Cosinus versus x = 1 — sinac. 

Cotang x = jtngx = tng(;r/2— ar^l 

Cosécante de x z= /sino;. 

Côté = :i?.€VQdy V. angle. 

Cubus = xvfioç = 1^3, ou N'. 

Cyl indrus = xvXivdgoç §vct 40*3 

Dénominateur de a/6 = b, 

» réduit = dt 
Dénombrable (ensemble) §Num -43 
Dérivée à gauche, à droite §D 

Dérivé (ensemble) = ô 
Déterminant (considéré comme un 

tableau de n- q) = qF(l"-/» i l'-'n"! 

Valeur du déterminant =: Dtrm 
Diagonale §vct 8-44 

Dièdre v. angle 
Différent = -r 

Différence entre a et 5 =: 5— a. 
Différentielle v. D. 
Disposition v. arrangement. 
Distance des points a, b = mod'^6 — a) 
Divergente v. série. 
Dividende §R 11 

Division = (opération / ) 

» du cercle §* P2 

Divisible par az=zaX^i 
Diviseur de a = N^na/Ni 

%nS'l §mp2'2 
Diviseur de §Sub8t 5 

Divisibilité (caractères de) §Chf -2 

Ellipse (arc) §8in 14-1 

Ensemble = Cls 

Entier (nombre) = Nq, ou Nj, ou n 
» (partie) = E 
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Equation = sequatio. 

> logique §- 5 

» du premier degré §r40 §Sb 5-6 
» second » §Q56 57 

» troisième » §Q58 

» d'ordre n §2" 8 §q'5 

» différentielle §q» 35 §Sb8t 14 15 

Erreur, {a est un valeur de b, avec 
une erreur plus petite que c) = 
{b€ a+ec) 

Espace = lieu des points =: put. 
» = distance, = arc. 

> an dimensions :=: qn. 
Exposant de afvw = m. 
Exponentielle (fonction) = e^^lœ 
Extérieur (ensemble) §Int 
Face V. angle dièdre. 

Facteurs de aXô = o,b 

Factum ex a et 6 = aXb 

Faculté de base a, d'exposant n de 

raison r {a,r eq . ne N,) = 
, anlr (Kramp) = /7|a+[0-(n-l)]r 
Factorielle m = 7n\ 
Fermé (ensemble) %ô 

Figure = Cls'pnt 
Fluxio (Newton) = dérivée. 
Fluens = fonction qu'on dérive. 
Fonction = f , ou F. 
» continue = cont. 
» coissante = cres. 
» décroissante := decr. 
fe (fonction paire) .=: xeq .3aj • 

/^-cc) = /îc. 
» ( » impaire) .^: » » 

/(-a:) = -/bc. 
Fonctions trigonométriques §sin 
» hyperboliques §ji 37 

Formule de quadrature §S 22 

de Taylor §D 8 

» du binôme §C 31 

» du polynôme §C 8 

Fraction = R 
» propre = ^ 

> impropre = /^ = 1+R 

> décimale §.rPll §Chf'4 



Fraction continue §Q 84 §e 3-1-9 
Frontière (ensemble) §lnt 

Impair (nombre) = 2No+l 
Indéterminées (formes) §D 6 

Indicateur (suivant Cauchy) = 
Indice d'un radical (voir). 
Intégrale = S 

Intégrale multiple §S P20 

Intérifur (ensemble) §lnt 

Interpolation (formule d') §D PIO. 
Intervalle §Q 19 

Inverse =: /. inversions v. Dtrm. 
Invertendo §R 4 

Irrationnel (nombre) = Q-R 
Isolé (ensemble) §d 

Ligne = pntfq 
Ligne droite = recta 
Limite = 1% 1,, X, S, Lim, lim. 
Mantisse = fi 

Matrice (d'une substitution) §Sbst 
Maximum, minimum §max, §D41 
Membre d'une égalité §=. 

Module = mod. v. congruence. 
Moyen (point) entre a et 6 = (a-f &)/2 
Moyenne arithmétique entre, a et 6 
=(a+6)/2 ' §Med 

» géométrique = >^àb) 
» harmonique = 2a6/(a+ô) 
» arithmo-géométrique = 
ji/S|[(acosx)»+(fesinac)»] \x, Sji]] 

§sin 14*3 
Multiple de a = aXN^, ou = aXn. 
Multiplication, multiplicande^ multi- 
plicateur §X 
Négatif (nombre) = — N 
Népérien (logarithme) = log 
Nombre = No, Nj, n, R, r, Num, 

Q, q, q', B, etc. 
Nombre premier ^ Np 
a et 5 sont des nombres premiers 
entre eux .=. Dvr(a,&) =1 
Nombre composé = N,-Np 
Normal (plan) §vct P40'6 

Numérateur §/ §nt 

Numération §2'P10, §Num 
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Opposé V. angle 
Ordonnée, voir Coordonnées. 
Osculateor (plan) = planOscul 
Pair (nombre) = 2No, ou 2n. 
Parallèle, parallélogramme, paral- 
lélépipède §yct P40 
Parfait (ensemble) §a 
Partie entière = E 

» fractionnaire = fi 
Perpendiculaire §vct P40 

Polygones réguliers §;r2 

Polynôme §+ 

Positif (nombre) = +N 
Produit de a par b =z aXb 
Produits infinis §lim P20 

Progression arithmétique dont le pre- 
mier terme est a, et la raison b = 

Progression géométrique §-2*6-1 

Projection §vct P40-6 

Proportio = 'AvaXoyia §R 11 

Puissance = |^ 

Quadratui*e du cercle §ji 

Quantité = Q, q. 

Quotient §quot 

Racines de Tunité §q'4 §;r 2-2 

Racine = >| ; carrée = \| ; cubique 

= M. 

Racines (de T équation fx =0) = 

X3(fx =0) 
Radical = ^ 
Raison = Xàyoç = Q 

» arithmétique de a à & := a—b 

» géométrique = ajb 

» composée des raisons a fi z=aXb 

» double de a = a' 

» moyenne et extrême §Q 56-3 
Rapport de d à 5 = a/& 
Rayon §vct 40 

Rayon de convergence §q' 10 2 

Résidu quadratique §Np 6*9 



Réciproque = rcp, /. 

Rectifier un arc §vct &d 

Régie de proportion, de société §R14 

Reste d*une soustraction § — 

» d*une division §i'e8t 

» dans la formule de Taylor 

§D9 §Sfll 

Résultante §vct 3*3 

Sécante de a; = /cosa; 

Segment de points §vct40 

Série §lim 10 

» harmonique = /N^ » 14 

• géométrique §lim 16 

» du binôme §lim 30 

Sinus ^ sinus rectus = sin 

Sinus totus = 1 

Sinus versus =i 1— cosx 

Somme = S 

Somme des puissances §^4 

Soustraction = opération — 

Soumultiple = diviseur. 

Sphère §vct 407 

Surface = put f (q i q) 

Tangente = rectaTang, tang 

Terme d'une somme, d'une fraction, 
proportion, série (voir). 

Théorème = P 

Trièdre §vct 34 

Tétraèdre régulier §vct 96 352 

Transitivité §1 2*4 

Triangle = put FI • -3 
» éqiiiangle §vct 9*5 36*1 

» rectangle §vct 8 "6 

Trigonométrie §i §jr §8in §vct33 
» sphérique §vot 34 

Unité = 1 
» imaginaire =z i 
» complexe = unit §qn P2 

» (vecteur) = U. 

Variable = q, f, F. Voir %i. 

Vitesse ' §vct 54 
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Publications 
citées par une abréviation dans le F. 

La lettre F suivie de Tannée, indique les éditions partielles 
ou totales du Formulaire, que nous avons successivement 
publiées : 

F1888 = (Mcolo geometrico, preceduto dalle operazioni della 
logica deduttiva. 

F1889 = Arithmetices principia, nova méthode exposita. 

F1894 = Formulaire de Mathématiques (Introduction). 

F1895 = » ^ t.l. 

F1897 = » » t.2 NI. 

F1898 = » ^ t.2 N2. 

F1899 = » » t.2 N3. 

RdM. = Rivista di Matematica, t.1-5 a.1891-95. 

= Revue de Mathématiques t.6 a.1896-99, t.7 a.l900. 

AErud. = Acta Eruditorum, Lipsiae a. 1682-1757. 
ÂJ. =r American Journal of Mathematies, Baltimore a. 1878... 
AM. = Acta Mathematica, Stockholm a. 1882... 

AmericanT. = Transactions of the American Mathematical Society, New- 
York a. 1900... 
Amsterdam Ak. := Versl. d. k. Akad. v. W. te Amsterdam 
Ann. = Annales de Mathématiques publiées par G. F. Gergonne, a. 1811-29. 
AnnN. = Nouvelles annales de Mathématiques, Paris, a. 1840... 
BBonc.= Bullettino di bibliografia etc., di B. Boncompagni, Roma a.1868-87. 
BD. = Bulletin des Sciences mathématiques, par Darboux, Paris a. 1877... 
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